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PRÉFACE 




^ Jùvrage est dçstiné aux personnes qui se pix) 
Lt d'étudier la ^ométrie d^i^e manière appro- 
fiftldie, ainsi qu'à celles qui n'ont j/esoin que des pre- 
miêA^otions de cette scieiuiié. Le texte proprement 
dit, 1 iiiitfiftiliJi^ uAsfij jâjiro aux classes pré- 

paratoires des coïleges royaux, aux écoles industrielles, 
aux écoles r^imentaires. En y joignant les parties im- 
primées en petits caractères , on a un cours plus com- 
plet, suffisant pour la première année de philpspphie . 
des collèges royaux, suffisant métS^, \^i r^uçiii^*^^ 
aux candidats àrécolepplytechniqne,T^qu^)3j cepen* 
dant, feront bien de lire aussi les pâftl^i^iâr^piées 
d^un astérisque , quoique cePes-ci ne«oisrt:î«îln^tq\ie; 
des théories restées jusqu'ici en deh<5P3<Î€5*prif)giÊt|ûi- 
mes des examens. De ce nombre sont les éléments des 
transversales^ des axes radicaux^ etc. , qui fournis- 
sent des moyens simples et élégants pour la rësk>lu- 
tion d'une foule de problèmes curieux et utiles. 

Les propriétés du cercle et des corps ronds, le pas- 
sage du commensurable à l'incommensurable, sont 
traités par la méthode des infiniment petits. Déjà, 
da'ns le manuscrit de cet ouvrage, présenté à Son Ex- 
cellence le ministre de l'instruction publique en 
1835 , l'auteur avait adopté cette méthode qui , du 
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reste, lui sert de base dans renseignement de la géomé- 
trie depuis plus de quinze ans. Il n'a donc pu qu'ap- 
plaudir à un arrêté récent par lequel Son Exoellenoe 
a décidé que dorénavant, dans- les collas royaux, 
la méthode des infini ment'peti^^oit être employée 
exclusivement. On verra d'ailleurs j'^ifHWApjpst aussi 
rigoureuse que la réehiction à l'absurde, mais^u'elle 
a l'avantage d'être plus simple, parce qu'elle esMîis- 
ceptible d'être réduite en princi^s gfinéraux. C'est \n' > 
grande partie à l'abréviation qu'elle a procurée, qu'^t ' 
due le peu d'étendue d^ ce volume dont le ca^|?«^ ccr 
pendant , est loin d'êtr^%m&^g^pus dji^p^ité élér 
mentaire. L'auteur doit d'ailleursëf refegardé comme 
seul responsable par rapport à la manière dont la 
théorie des infiniment-petits est exposée ici. 

En établissant les divisions de cet ouvrage, l'auteur 
IçBt iéSé Miiiînb(i qu'il est impossible de satisfaire 
tW^l^ JàteuK foîis ce rapport. En effet, dans un 
siiyé^.çj>;lè^^itatières se touchent par tant de faces, 
*^:tiecu^{ijt*9ar: un si grand nombre de fils, il est 
îm*[iôkàl^lè*«il6 .ranger les vérités dans une série li- 
néaire^ sans rompre quelques-uns de ces fils, au 
moins en apparence. Or , tel lecteur attachera plus 
d'importance à telle liaison qu'à telle autre ; il fau- 
drait donc disposer les théorèmes de géométrie sur 
une surface et non pas à la suite l'un de l'autre , si 
l'on voulait faire ressortir matériellement leur enchal- 

nement mutuel. 

Au lieu d'entrer ici dans des détails que la lecture 
de l'ouvrage fera mieux connaître , on se contentera 
de dire que l'on a taché d'adopter des divisions qui. 
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en groupant ensemble les matières qui oflrent le 
plus d'analogie , soulagent la mémoire de Télèye et 
le conduisent du simple au composée Ainsi ^ en sé- 
parant la géométrie de l'espace de celle du plan , on 
a distingué dans celle-ci une série de propriétés in- 
dépendaoAQ^e^iÊôtion durapport ; l'idée de posi- 
tion i^lPIpi^VKllominante. Ces propriétés se rap- 
rimes exclusivement à la droite, les autres 
à b^tlttte et au cercle ou aux cerqes combinés entre 
en a fisiit l'objet des deux premiers livres qui 
peu^tdk.^bpe compris sans le secours de l'arithmé* 
tique; ii9^^âRd^4|j|pil||lpw^ faciles que cette der- 
nière sciatce. Dans fé |p»remier livre on trouvera la 
théorie des parallèles appuyée sur lepoêtulatum d'Eu- 
clide et sur un théorème ( 9 ) dû à Schwab. Cette 
marche a semblé nécessaire à l'auteur, parce que les 
idées de Bertrand de Genève, tout kigéntp^ses qn'ell^ 
sont, ne lui ont pas paru suffisamment rigoureuses. 
On remarquera encore que les définâlc^^»nîont pas 
été prodiguées; il faut éviter d'expliquer, des tçrmes 
au moyen d'autres qui sont moins daâr^<^ Qui- estH^e 
qui d^nirait, par exemple, ce que c'est que la lonr 
gueur? 

A l'idée de la position relative se joint celle du rap- 
port d'étendue linéaire. Cette combinaison est l'objet 
du troisième livre qui commence par la théorie élé- 
mentaire des infiniment-petits, et se trouve d'ailleurs 
indépendant de la notion de Taire. On y trouvera la si- 
militude exposée d'après une théorie qui est nouvelle, 
quoique l'idée-mère de cette théorie ne le soit pas; 
elle a été indiquée, il y a longtemps , dans les annales 
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de mathématiques. Cette manière d'établir la sîmî^ 
litude nous parait la plus simple; car elle n'enge 
qu'une seule définition , au H»i de cinq ou six que 
Legendre a adoptées. Ensuite de cela, runifoitnité 
est complète sur le plan et dans l'espace. La pi^po* 
sition 8 donne une construction ^j|^t||^ pour di-- 
viser les longueurs; eÙe est due âHK^KlMi^ pro-» 
TÎseur du collège rjyyal de Metz. Dans ce même lirre 
on trouvera la déièrminaison du rapport apprd&hé 
de la circonférence au diamètre d'après la méthod^ 
de Descartes retrouvée p^ Schwab. Nous av4)isiajouté 
à cette méthode une discilMpM«|^JHitM)n^^^ ce qu'il 
y a à faire pour obtenir ce rapport avec une approxi* 
mation donnée. La théorie élémentaire des transver^ 
sales termine le livre 3. 
.. . j[>ans le quatrième on ramène les rapports des aires 



\g*éfiû^i8il PfisoffffT J)elïsvr f qui a fait au G>nseil rojal 
)erraf>poH&i: le manuscrit de cette géométrie ; nous 
n'avions démontré cette propriété que pour des 
rectangles. Trois problèmes numériques y accompa- 
gnés de discussions importantes , se rattachent à ce 
livre terminé par la théorie des aiies radicaux^ et par 
le cercle tangent à trois autres. 

L'auteur n'a pas jugé iitile d'établir dans la géo- 
métrie de l'espace des divisions correspondantes à 
celles dé la géométrie plane. La raison qui l'a décidé, 
c'est que la proportionnalité des longueurs , qui a dû 
être établie dans telle-ci^ ne forme plus qu'un objet 



d'ipplicalions dans celle-li. ^nai ki t»BBidëralioB 
dei rapports d'étendue linéaire n'ayant plus ici U 
même imporlance, n'a plua semblé dsroir être re- 
gardée comme base de la diviâoa. On a, procédé du 
simfde au composé, eo distinguant la théorie des 
plans, celle des poIjjèdFéff» 4£lle des aurfiices ooiiri>C8 
élément al l'es. 

Dans la théorie des plans qui foinie le cinquième 
livre, ,^ trouve une déiiuiLion des plans perpendi- 
culaîiK analogue à celle des druites perpendiculaires. 
Il en résulte un peu de simplification. Dans cette 
partie plusieurs démoast râlions par l'absurde ont 
été remplacées par des démonstrations directes, dues, 
ainsi que quelques autres améliorations, à l'obli- 
geance de M. PoDLLBT Deusle Ayant reconnu par 
l'expérience de l'enseignement une lacune dans les 
explications que Legendre donne.^ur'les^angljgs.'ptH.' 
lyèdres symétriques, nous avonâ ''chercb^ à com- 
pléter cette partie, ainsi que la théorie xlesplai^ en ^ 
général. , ' ,., 

Le sixième livre, ou la théorie deé pîàl^gâdrëSf. dif- 
fère à peu près totalement de celui de Legendre. La 
symétriea été simplifiée, la similitude traitéecomme 
on l'a dit plus haut; le volume des parallélipipèdes 
et des prismes ramené à deux propositions. Dans le 
volume de la pyramide on a emprunté le secours 
des Infiniment-petits; dans celui du tronc de prisme 
triangulaire on a rétabli la marche de Bezout. 

Le septième livre contient quelques généralités sur 
les surfaces cylindriques, tes surfaces coniques et les 
surfaces de révolution. La similitude de ces sur&ces 



n'est qu'un cas particulier dé ce qui a été établi aa- 
tërieuremeut. La menire des triangles sphériques a 
été simplifiée d'après une remarque hiite sur les 
triangles, ou plutôt sur les angles triidres symétri- 
ques. Ici se rattachent aussi quelques problèmes nu- 
■nériques. L'ouvrage est lermînê par les énoncés d'i^ 
bon nombre de questions & résoudie; 
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* DE QUELQUES TERMES , SIGNES , ETC. 



Un axiome est ane proposition évidente sans le secours d*aucan 
raisonnement. .Telles sont lea soHrantes : 

1« Dem^antilé^ égales à une troisième sont égales entre elles ; 

2» Une grandeui^^M|^4.1a somme de toutes ses parties ; 

3« Une '^Ai^^fSflpI^Hl i'^^^ *qn'une de ses parties. 

Un tkéofèiM est o^^KpMlion dont la yérité devient évidente 
an moyen (tWtwwâsiSSaaeùt eppelé démonttraHon, 

Un problème est une question à résoudre. 

CoroUaire est la même chose que conséquence. 

Posiulittum ou demande est une supposition que Ton fait en la re- 
gardant comme vraie sans la démontrer. 

Pour indiquer Taddition de deux grandeurs A et B^ on les sépare 
par le signe + , plus, « . . .. A+B. 

La soustraction s'indique par le signe — , moins ^ .... A — B. 

La multiplication de A par B s'indique ainsi : 

A X B ou A . B 

Pour indiquer la multiplication de A par B+G — D on écrit 
AX(bVc— D) ou A(B-*-C-^D) 

Les signes X » • > et les parenthèses dans ce cas , s'énoncent : 
mulUpHé par. 

Les expressions 3 A , ^ A. ... signifient le triplede A,la moitié de A . 

Le pfodnit ^'une grandeur A par elle-même , c'est-à-dire AXA, 

—a 

s'indique aussi par A ; le produit de trois facteurs égaux i A , ou 

— 3 

A X A X A, se représente par A. 
Le signe = signifie égal à, 

> plus grand que ou supérieur à. 

< plus petit que ou inférieur d. 

y^ racine carrée de. 
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Quiconque nie youdra apprendre que les yéritcs de la Géométrie 
\e$ pAnh uUles, exposées de la manière la plus simple , pourra passer 
tout ce qui est imprimé en petits caractères , et s'arrêter , dans le 
7<^ livre , à la prcp. 25, ou du moins à la prop. 30. 

Les candidats des écoles spéciales peuvent passer les articles 
marqués d*un astérisque ; cependant les jeunes gens qui se desti- 
nent à récole polytechnique feront bien de les lire lorsque le reste 
de la géométrie leur sera familier. 

Enfin ceux qui youdront restreindre les applications des infini- 
ment-petits , pourront le faire diaprés une note qu'ils trouveront à 
la fin de Touvrage. 

Dans les renvois entre parenthèses l. signifie livre, d. définition, 
p. proposition , o. corollaire, r. remarque. Les renvois sans indica- 
tion de livre se rapportent au livre courant. 
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LA LIGNE DROITE. 




Tout le monde sait ce que c'est qu'un corps. On peut 
imaginer des corps plus ou moins grands : cai- deux corps 
Torment un tout plus grand que chacun d'eux. 

On sait aussi ce que c'est que la surface d'un corps. On 
peut considérer une partie d'une surface, laquelle partie 
peut être plus ou moins grande. 

DÉFiniTios I. Si l'on divise une surface en deux par- 
ties, la limite qui les sépare l'une de l'autre se nomme 
ligne. U y a deq lignes plus ou moins longues; elles peu- 
vent avoir des formes ditFérenles. 

DÉPi/iiTion II. L'objet de la géométrie est d'étudier 
et d'établir les propriétés des lignes, des surfaces, des 
corps, quant à leur grandeur relative et à leur forme. 

DÈFtFiTion m, La propriété des corps, des surfaces, 
des lignes,d'étreplus ou moins grands, constitue^'e/e/uiue. 
D'après cela la géométrie s'appelle la science de l'étendue. 
\ 
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DÉFiNiTJon ir. Si une ligne se termine, ses extrémités 
se nomment des points ; on appelle encore point l'endroit 
où deux lignes se coupent. ' 

Définition r. D'uji point à un autre on peut concevoir 
une infinité de lignes -de Tormes et de longueurs diverses. 
Parmi toutes ces lignes il y en a une dont nous- acquérons 
une idée nette par l'expérience : c'est la ligne, droite qui est 
la plus courte de toutes les lignes qu'on puisse mener Jtun 
point à un autre; de plus d'un point à un autre on ne peut 
iconcevoir qu'une seule ligne droite, «e que Ton exprime 
en disant que deux points détermiTieut une droite. Enfin , 
une ligne droite ne peut se prolonger que d'une seule ma- 
nière dans chaque sens. 

DÉFINITION ri. Toute ligne qui n'est ni droite ni com- 
posée de lignes droites , se nomme une ligne courbe. 

DÉFINITION m. On appelle p/a/i une surface à laquelle 
une ligne droite peut s'appliquer dans tous les sens, de 
telle façon que, dès qu'elle passe par deux points pris dans 
le plan, elle s'y trouve tout entière. 

DÉFINITION VIII. Toute surface qui n'est ni plane ni 
composée de surfaces plané$ est appelée surface courbe. 

PROPOSITION PREMIÈRE. 

THEOREME. 

Deux plans qui ont trois points communs non situés en ligne droite 
se confondent dans toute leur étendue, 
Fig. 1. £Sn effet, supposons que les trois points A, B, G , qui ne sont pas en 
ligne droite, soient à la fois contenus dans deux plans; si Ton tire 
la droite AB elle aura deux points , A , B, dans chacun de ces deux 
plans , et sera par conséquent ( d. 7 ) tout entière dans chacun ; il 
en est de même de la droite qui joint les points A et G. Gela posé , 
soit pris dans le premier de nos deux plans un point quelconque E ; 
je dis que ce point est aussi dans le second plan. Gar prenez sur 
AB , de Vautre côté de AG , par rapport au point E , un point quel- 
conque D , et tirei la droite DE ; cette droite sera tout entière dans 
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le premier plan ; car to point E par hypothèse est pris dâbs ee plan ; 

Ip. point D y est poisqu^il ost sur la droite AB qui eUe-méme y est 
tout entièire ; donc Ta droite DG , qui a deux points D , E , dans le 
premier plan, y est aussi tout entière; elle coupera donc la droite 
AC en un point F. Mais AG est ausi dans Je second plan , par con> 
séquent le point F est ub point du second plan; le point D aussi, 
puisque AB est aussi dans ce plan. Par conséquent la droite I>^ est 
dans le second plan , et son point E est ég^alemënt dans ce second 
plan. Il est donc prouTé que tout point E du premier plan appar- 
tient aussi au second , et que , par suite , ces deux plans n'en fpnt 
qu'un seul. 

Remarque, Dans les quatre premiers livres toutes les 
figure^ seront supposées planes. 



DÉFINITION IX, Deux droites AB, AC, qui sont situées K«. n. 
dans un même plan et se coupent en un point A, forment 
entre elles un angie; le point A se nomme le sommet dé 
l'angle; les droites AB, AG se nomment les côtés. 

Pour se faire une idée nette de l'angle, on n'a qu'à sup- 
poser que la droite AB, d'abord couchée sur AC et ne fai- 
sant qik'une seule et même droite avec celle-ci , tourne au- 
tour du point A, tandis que AC reste fixe; à mesure que 
AB tourne, l'angle qu'elle fait avec AC. augmentée 

L'angle se désigne par trois lettres dont une placée au 
sommet ef les deux autres sur les côtés; la lettre du som- 
met se place entre les deux autres. Ainsi, l'angle formé par 
AB et AC se nomme l'angle BAC. 

Soit un second angle bac, plaçons le côté ac sur AC de 
façon que le point a tombe sur A; le point c tombera quel- 
que part en E. Si l'on couche le plan bac sur le plan BAC, 
trois cas pourront se présenter : 1° le côté ab peut tomber 
sur AB, de sorte que b vienne tomber en un point F; dans 
ce cas on dit que l'angle bac est égal à l'angle BAC; 2° le 
côté ab peut tomber entre AB et AC, par exemple, sur 
AD; et dans ce cas l'angle bac est dit plus petit que BAC 
qui est la somme des angles BAD, DAC; 3° enfin, si le côté 

1. 



I 
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ab tombe hors de l'angle BAC, en A6 je suppose, l'angle 
bac sera, dit plus grand que BÀCL On voit donc que l'on 
compare les^ angles sans avoir ^rd à la longueur de leurs 
cotés. 

Au lieu de désigner un angle par trois lettres, on peut 
le désigner par la seule lettre du sommet, s'il n'y en a 
qu'un qui ait son sommet au même point : ainsi on peut 
dire l'angle a. 
Fig. 3. DÉFINITION X.. Si uuc droite AB fait avec une droite DC 
deux angles adjacents BAD, BAC, égaux entre eux, chacun 
de ces angles est appelé angle droit ^ et la droite BA est 
dite perpendiculaire à DC. * 

Remarque. Supposons, comme plus haut, que la droite 
AB, d'abord couchée sur AG , tourne autour du point A 
dans le plan BDC, pour s'élever au-dessus de AG; cette 
droite mobile fera d'abord avec AG un angle plus, petit 

^ qu'avec AD; mais à mesure qu'elle tournera, elle s'écartera 
deAG pour se rapprocher de AD, ou, en d'autres termes, 

. l'angle cpi'elle fait avec AG augmentera , tandis que celui 
qu'elle fait avec AD ira en diminuant, de sorte qu'elle 
finira par prendre une position^AM telle que l'angle MAC 
sera plus grand que MAD. On conçoit donc qu'il existe 
pour cette droite mobile, au-dessus de AG, ime position 
unique telle que AB, où elle fera, avec AG et AD, des 
angles égaux; c'est lorsque la droite mobile a pris cette 
position AB qu'elle est perpendiculaire à DG. Ainsi , à tout 
point A pris sur DG , il existe une perpendiculaire AB éle- 
vée sur DG, mais il est impossible de trouver du même 

. côté de DG une seconde perpendiculaire menée par le point 
A dans le plan DBG , sur DG. 

De plus , si la droite FH est perpendiculaire à GI , qu'on 
place le point F sur A de façon que la droite GI prenne la 
direction de DG et que le plan HGI tombe sur le plan DEC , 

. on voit que FH doit tomber sur AB. Gar si FH prenait une 
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autre direction , telle que AE , comme la droite GI à la- 
quelle FH est perpendiculaire , tombe sur DC, il s'ensuit 
que ÂE serait perpendiculaire à DC en Â ; m^is ÀBA^ 
aussi, et au point Â*il n'y a qu'une seule perpendiciiflffe 
sur DC. Ainsi FH prendra la direction de AB , et l'angle 
HFI est égal à l'angle BAC, ce qui prouve que tous les 
angles droits sont égaux. 

DÉFINITION XI. Tout angle EAC plus petit qu'un angle Fiig:. 3. 
droit est appelé angle aigu* Tout angle EAD , plus grand 
qu'un angle droit, est appelé angle obtus. 

Définition xii. Deux angles dont la somme est égale 
à deux angles droits sont dits supplémentaires ; on dit en- 
core que l'un est le supplément de l'autre. . 

Remarque 1. Deux angles qui ont le même supplément 
sont évidemment égaux. 

Remarque 2. Le supplément d'un angle droit est lui- 
même un angle droit. 

PROPOSITION II. 

THÉORÈME. 

Toutes les fois qu'une ligne droite CD en rencontre une Fig. 4. 
izu/reAB, les angles adjacents ADC, CDB, sont supplé- 
mentaires. 

Car si au point D on mène la droite DE perpendiculaire 
à AB, l'angle ADC se composera de ADE+EDC; donc ADC 
-H CDB= ADE+ EDC-hCDB ; or ADE est un angle droi t; 
EDC + CDB forme l'angle droit EDB; donc ADC + CDB 
vaut deux angles droits. 

Corollaire 1. Si l'un des deux angles adjacents était Fig. 3. 
droit, l'autre le serait aussi (d. 13, r. 2). Par consé- 
quent, pour qu'une droite HF soit perpendiculaire à une 
autre GI, il suffît que l'un des deux angles adjacents GFH, 
IFH soit droit, puisque dès lors l'autre l'est aussi (d. 10). 
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Donc si une droite FH est perpendiculaire à une autre GI, 

réciproquejnent GF est aussi perpendiculaireàHK;car HF 

perpendiculaire à GI, l'angle GFH est droit, ce qui 

pour que GF soit perpendiculaire à HK. 

Fig. 4. Remarque, Si du point D on tire du même cété de ÂB 

tant de droites qu'on voudra, la somme des angles oonsé- 

cutifs ÂDH, HDG, GDC, etc., est la même que oeHe des 

deux angles droits ADE, EDB. 



PROPOSITION m. 

TQéORèM& 

Figf. 4. Réciproquement si deux angles adjacents ADG, GDB, 
font en somme deux angles droits , les côtés extérieurs 
AD, DB seront en ligne droite. • 

Car si DB n'était pas le prolongement de AD, soit DKce 
prolongement; la ligne ADK serait droite, et la somme des 
angles ADG + ADK serait égale à deux droits; mais si cela 
était, la somme ADG + GDB serait plus petite que deux 
droits, ce qui n'est pas. Donc DK ne saurait être le pro- 
longement de AD. Donc DB est ce prolongement. 

PROPOSITION IV. 

THIÉORÈME. 

Si deux droites AB, CE, ^e coupent, les angles opposés 
au sommet sont égaux. 
Fig. 5. En efifet AB éunt une ligne droite, l'angle ADGest sup- 
plémentaire de GDB (p. 2)'; par une raison semblable le 
même angle ADG est supplémentaire de ADE; donc les deux 
angles ADE, GDB ont le même supplément et sont égaux 
(d. 12, r. 1 ). On prouve de même que ADG = BDE; 
Remarque 1. La somme des 4 angles formés autour du 
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point D vaut 4 angles droits. Car ( p. 2) la somme des 
angles ADC+CDB vaut 2 droits, de même que la somme 
des angles ADE + EDB. 

En général si d'un point D on mène, dans différentes 
directions, tant de droites qu'on voudra, la somme des 
angles consécutifs ainsi formés sera la même que celle des 
angles ÂDG, GDB, BDE, EDA, laquelle vaut quatre angles 
droits* 

DÉFINITION XIII, Une portion de plan ABC terminée.Fjg. 6. 
par trois droites qui se cojupent deux à deux, se nomme. 
triangle^ 

Définition xiv. Le triangle qui a deux «ôtés égauXFîg.?. 
(ABznAC) est appelé- ^riVz/t^ie isoscèle, 

PROPOSITION V. 

THéORÈME. 

Deux triangles ABC, DEF, sont égaux, s*ils ont £</»Fig. 8. 
caigle égal (A=D) , compris entre deux côtés égauxcha^ 
cun à chacun^ savoir AB=:D£, AC=DF. 

En effet, placez le côté DF sur son égal AC, de façon * 
que. le point D tombe en A, lepointF en C Puisque Tangle* 
D=:A, le côté DE prendra la direction^de AB, et comme. 
I>E = AB, le point £ tombera en B, de sorte que le triangle- 
DEF coïncide complètement avec le triangle ABC Ces deux- 
triangles sont donc égaux, et Ton aura aussi BC r= EF, 
B=E,C=F. . 

Corollaire. Si AB est égal à AC , et DE à, DF, de sorte que 
les deux triangles soêent isoscèles , on peut les superposer, 
d'une seconde manière, et ce, en plaçant le côté DF sur* 
AB et le côté DE sur AC;.par conséquent, l'angle F sera, 
égal à B; mais F est déjà égal à C par ce qu'ori vient de- 
prouver. Donc les angles B et C, égaux à un même angle F, « 
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sont égaux entre eux. Ainsi, dans un triangle isoseile,lês 
-angles B et C, opposés aux côtés égaux AC, BG, sont égaux. 

PROPOSITION VL 

THÉORÈHE. 

Fig. 8. Deux triangles ABC, DEF, sont égaux, s'ils ont t^n 
côté égal (BG = EF) adjacent à deux angles égaux cha^ 
Clin â oAâcun^ savoir B =£, G = F. 

Plaœz le côté EF sur son égal BG, de manière que le 
point E tombe en B, le point F en G. Puisque Tangle E=B, 
le coté ED prendra la direction de BA, et le point D tom- 
bera quelque part sur BA; de même, puisque rangleF=i: G, 
le côté FD prendra la direction de CA et le point D tom- 
bera quelque part sur GA. Donc le point D, devant tomber 
à la fois sur BA et sur GA, tombera en A; ainsi les deux^ 
triangles coïncideront, seront égaux et Tangle A sera égal 
à D, le côté BA à ED et le côté GA à FD. 

Corollaire. Si de plus on suppose Tangle G = B et l'angle 
F=E, on pourra superposer les deux triangles d'une se- 
conde manière. A cet effet on place le point E en G et le 
point F en B; puisque les quatre angles B, G, E, F sont 
égaux, le côté FD se dirigera sur BA , le côté ED sur GA , 
les deux triangles coïncideront, et le côté FD sera égal à 
BA ; mais FD est déjà égal à GA , donc BA et GA sont ^aux. 
Par conséquent, si dans un triangle ABG, deux angles 
B et G sont égaux , les côtés AG, AB^ opposés à ces 
angles, sotit aussi égaux, et le triangle est isoscèle: 

PROPOSITION VIL 

C^^ ,-vx THéORÈME. 

Fig. 0. S^ deux côtés AB, AG d'un triangle ABG sont respec- 
tivement égaux à deux côtés KD y kC d'un second triangle 



ADC; si de jdiu^angle BAC que comprennent let deux 
premiers pâtés est plus grand que l'angle DAC compris par 
les deux dentiers, je dis que le troisième côtéSCda premier 
triangle est plus grand que le troisième c6té TtC du second. 
Après aveir place les deux triangles de façon que l'un 
des côtés égaux soit commun, divisez l'angle total BAD en 
deux parties égales par une droite AE. Puisque l'angle BAC 
est plus grand que l'atigle CAD, cette droite AE passera 
dans l'angle BAC et coupera la droite BC en un point Enjoi- 
gnez DE. Actuellement, quelle que soit la ligne DCE , qu'elle 
soit droite 'ou brisée, CD sera plus petit que CE+BD. 
Hais les triangles BAE , EAD ont les angles BAE , EAD égaux 
comme moitiés du même angle , le côté AE commun , le 
c6téAB = AD par hypothèse. Donc (p. â), ils sont ^ux 
et le côté ED = EB. Parconséquent CD, qui est plus petit 
queCEn-ED, est aussi plus petit que CE+EB ou que CB. 
Corollaire. Béciproquement si les côtés AB, AC sont 
respectivement égaux à AD, AC; ^i déplus le côté BC est 
plus grand que le côté CD , je dis que l'angle BAC estplus 
grand que DAC. Car si l'angle BAC était plus petit que 
DAC, comme AC £st commun, et que BA^ AD, le côté 
BC serait, d'après ce qu'on vient de prouver, plus petit 
que CD, ce qui est faux; et si l'angle BAC était égal à DAC, 
les deux triangles auraient un angle égal compris entre deux 
côtés ^aux chacun à chacun ; ainsi ils seraient égaux (p. 5) 
et le côté BC serait égal à DC , ce qui est encore faux. Donc 
enfin l'angle BAC est plus^rand que DAC 
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* • ' • » * * 

PROPOSITION tL 

droite , ne sauraient se renéà^lfêt', ni iW eétéê It^êièiià», 
ni au dehors. 

En effet , si elles se iKMèéMHâéM éur la troisième , on 
pourrait, au point de rencontre, élever à celle-ci deux per- 
pendiculaires différentes , <ié ^ 6st impossible (d. 10, r.). 
Fig. 12. En second lieu ^ si .deHx4eaites ÂB, CD,, perpendicu- 
laires à une.;méi][ie troisième droite ËF, pouT^ent se ren- 
contrer \ïoH de la droite Èf\ ces deux droites AÊ, Cft foi?- 
nieraient. 9Tfc ËF un triangle dans lequel, les deux angles 
BËF , DFE sepaient droits , c^ qui est impossible. Ddhc AB 
et,qtFne8ew»ifOHjU|9ntpa8. :,,, ^,^ : j _ ,-; ;,.^.. , , .,^ 

* » j '. » ■ / . . 1 i ■ > • î j 'J s . i / f . • ■ ' r I j ■• • i ' ' : i - î ^ . . ~. ' : 1 ' ■;./ . 

.• .'... -•- . , ' i ' 

V • à JJJ' .»<, '• ,» .i« •. I. >)>.-./,■/-' ,.*..» .*.t 

sur cette droite Uln^ pétp^ndioUlmr^' ^^ 
çfilffM^ Af , AE> AG, «tow t 

V^ la j^rpendicukàrà MX sera plm ci^te qm touta 
oblique hSi^k&f^l^l 

2<^ Ekaas obliques AËf AF» ftM s'é^utSen^i de; fon et 
S autre à égale distanee du pied d^ la p^fendiculairts 

3* De^Jmx o^iqm^quà^s'ifiàtteiiUinigçili^^ 
de laperpendieuilmre^cMe qui â'éùoflrtekfiprus^estfapius 

1* bftflSei^am fetriMifi[Ie ADEy raii|^€i»D>€lahtdf oit 
l'angle AED sera plus petit qu'un droit (p. lO,c.)$40^ 
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le côté ÂD, opposé à celui-ci, est plus petit que le côté AE 
opposé à l'autre (p. 9) 9 e'esl-à-dire, que la peqpendicu^ 
laire est plus courte que l'oblique. 

2^ Soient les deux distances égales DE, DF; je dis que 
les obliques AE, AF sont égales. Car les triangles ADE, ADF 
ont les angles en ^égaux comme droits, le côté AD com* ' 
mun, le côté DE = DF par hypothèse; ainsi (p. 5)cesdefl|x 
triangles sont égaux, et le côté AE = AF; donc les obliques ' 
également écartées de la perpendiculaire sont égales. 

3" Soit DG ^ DF; je dis que AG sera ^ AF. Pour le prou- 
Ter, prenons DE=:DF, tirons AE. L'angle ADE étant<droit, 
l'angle AED sera aigu et son adjacent AEG sera obtus ; donc 
dans le triangle AEG, l'angle AGE. sera aigu (p. 10, c.) 
et le côté AG, opposé au plus grand angle, sera plus grand 
que AE ou que AF. 

Corollaire 1. Si deux obliques AE, AF sont égales, on 
peut conclure qu^elles s'écartent également de la perpen- 
diculaire AD. Car si elles s'écartaient inégalement, elles ne 
seraient pas égales. De même, de deux obliques inégales, 
la plus longue s'écartera le*plus de la perpendiculaire. 

Corollaire 2. Dans un triangle isoscèle AEF la perpen- 
diculaire AD menée du sommet A sur le côté inégal £F, 
divise ce côté ainsi que l'angle EAF en deux parties égales. 

Corollaire 3. D'un point A pris hors d'une droite BC5 
on ne peut mener sur cette droite plus de deui droites 
égales. Car si du point A on mène deux obliques quel- 
conques AE, AF égales entre elles, toute autre droite me- 
née de A sur BC, s'écartera de la perpendiculaire plus ou 
moins que AE, et sera, par conséquent, plus ou àioins 
longue que AE. 

Remarque. La perpendiculaire menée d'un point A sur 
une droite BC étant la plus courte de toutes les ctt'oites 
menées de A sur BC , on la regarde comme la distance de 
ce point à cette même droite BC. 
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PROPOSITION XIII. 



THÉORÈME* 



Fig. i4« ^kta perpendiculaire DE, élei^ée sur le milieu C d'une droite 
\^^.KD de longueur donnée, est le lieu de tous les points éga- 
lement éloignés des extrémités kjB de cette droite. 

Il s'agit de prouver que tous les points de la perpendi- 
culaire DE sont également distants des extrémités A et B, 
et que tout point F pris hors de la perpendiculaire est 
inégalement distant de À et B. C'est là ce que signifie l'ex- 
pression précédente. 

Or, si l'on joint les points A et B à un point quelconque 
Dde la perpendiculaire DE , lesxleux distances AC , BC étant 
égales, les deux obliques DA, DB le seront (p. 12, 2'). Il 
en est de même de EA, EB; donc, d'abord tout point de 
la perpendiculaire DE, menée au milieu de AB, est égale- 
ment distant des extrénutés A et B. 

En second lieu, si l'on joint les points A et B à un point 
quelconque F, pris hors de DE, par les droites AF^ BF, 
Tune de ces droites coupera la perpendiculaire DE en un 
point D; joignez DB.La droite FB <^FD-|-DB; mais le point 
D étant sur la perpendiculaire DE, on a DB= DA; donc 
FB <^FD + DA ou FA , et tout point pris hors de la per- 
pendiculaire DE est inégalement distant des extrémités A, B. 
Fig. 12. DÉFINITION XVI. Il a été démontré ( p. 1 1 , 2°) que deux 
droites BA, CD, perpendiculaires aune même troisième 
droite EF ne se rencontrent pas. 

Deux droites BA, CD, qui sont situées dans le même- 
plan et ne se rencontrent pas , quelque loin qu'on les pro- 
longe, sont dites parallèles. 
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PROPOSITION XIV. 



POSTULÂTUM. 



If. 



V lyun point S^pris hors d'une droite tf^ on ne peut me- Fîg. 12. 
ner qu'une seule parallèle à cette droite* 

Nous regardons cette propriété comme évidente. Ainsi 
les deux droites, ÂB, CD, perpendiculaires à une même 
droite EF ne se rencontrent pas : nous admettons que toute 
droite différente de ÂB, et mené^ par un point E de cette 
droite, rencontrera DC; ainsi les droites ÉK, EK', qui ne 
sont pas perpendiculaires à EF, rencontreront DG> si on 
prolonge suffisamment DC ainsi que EK, EK'. 

Corollaire. Si deux droites ÀB, CD, sont parallèles, 
toute droite EF, perpendiculaire à CD, l'est aussi à ÀB. Car 
si EF n'était pas perpendiculaire à AB , au point E on pour- 
rait élever une droite perpendiculaire à EF; cette préten- 
due perpendiculaire serait parallèle à CD; mais AB est 
déjà parallèle à CD; donc du même point E on pourrait 
mener deux parallèles à la droite CD , ce qui est impossible. 
Donc EF est perpendiculaire à AB. 



PROPOSITION XV. 



THÉORàHE. 

Deux droites AB, CD, sont parallèles si les angles inté- Fîg. I5. 
térieurs BFG, FGD, qu^ elles font du même côté ai^ec une 
troisième EH , sont supplémentaires. 

En effet, l'angle DGH- est aussi supplémentaire de DGF 
(p. 2) , par conséquent il est égal à BFG. Si donc les lignes 
FB, GD, pouvaient se rencontrera droite de FG, elles for- 
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meraient avec FG un triangle dans lequel un angle exté- 
rieur DGH serait égal à un angle intérieur opposé BFG» ce 
gui est impossible (p. 10). De plus, les angles ÂFG> GFB, 
yalant ensemble 2 droits ainsi que GGF, FGD (p. 2), si de 
ces 4 angles quifont ainsi en somme 4 droits , on retranche 
les angles BFGTvuF) qui valent aussi 2^jdroits, on aura 
les angles AFG, GGF, qui vaudront également 2 droits, et 
l'on prouvera encore que les lignes BÂ, DG, ne sauraient 
se rencontrer à gauche de FG. Donc elles sont parallèles. 

Remarque 1. On arrive à la même conséquence en sup- 
- posant: -v 

1* L'angle EFB z= CGH, ou , ce qui revient au même, 

- AFG = FGD. Car l'angle BFG, supplément de EFB (p. 2), 

ou de AFG, lésera aussi de son égal FGD. Ainsi les angles 

BFG, FGD, seront supplémentaires, et les droites AB, CD, 

parallèles; 

2* L'angle AFE = DGH, ou, ce qui revient au même, 
BFG = CGF. Le raisonnement est le même que dans le pre- 
mier cas ; 

3*" Si l'on suppose l'angle EFB =:EGD, on conclura 
que BFG, supplément du premier, l'est aussi du second, 
ce qui ramène à la Prop. 16. De même, si l'on suppose 
BFG = DGH , ou AFE =r CGE , ou enfin AFH = CGH ; 

4^ Si l'on suppose EFA , supplémentaire de CGH , on en 
conclura que BFG, égal au premier (p. 4), est supplément 
V de FGD, égal au second (p. 4). De même si l'on suppose 
EFB supplémentaire de DGH. 

PROPOSITION XVI. 

THÉORÈME. 

1% Fig. 15. ^^ deux parallèles AB, CD, sont coupées obliquement 
J^ par une sécante EH. 

1" Les 4 angles aigusformis par ces droites sont égaux ; 
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2;^ Uâ A angles obtus qu'elles fûnneni le sont aussi; 
3^ chacun des 4 angles aigus est le supplément de l'un des 
4 angles obtus: 

V Je dis qtie l^ngle EFB est égal à EGD ; car m. cela 
n'était pas , faisons l'angle EFB' =;rËGD^ d'après la Propo- 
sition précédente ('r. 3®), la droite FB^ serait parallèle à 
CD, ce qui ne se peut, puisque FB l'est déjà (p» 14). 
Donc l'angle EFB = EGD; donc aussi AFG, qui est égal à 
EFB (p. 4), sera égal à FGD; et par suite à son égal GGE 

(p. 4). 

2^ Il résulte de là que l'angle BFG=:: DGH, et par suite 
= CGF = AaE; 

3° Paistjue les singles obtus de la figure sont toiis égaux 
à BFGy et les angles aigus à BFE qui est supplémeiit de 
BFG (p. 2), on oonclura que chacun des 4 angles obtus 
est le supplément de l'un quelconque des 4 angles aigus. 

Remarque. En comparant ces angles on les distingue 
par leur position relativement à la sécante» en les appe-^ 
lant angles alternes, s'ils sont situés de différents côtés de 
cette droite, et angles du même côté dans le cas contraire» 
On les distingue encore en angles intérieurs ou internes 
s'ils sont traversés par l'une des parallèles , comme l'angle 
BFH traversé par CD, et angles extérieurs ou externes^ 
dans ie cas contraire; tel est l'angle EFB. D'après cela on 
peut dire: 

1^ Les angles AFH, DGE, sont alternes internes et 
égaux; de même BFG et CGE ; 

2^ Les angles AFE , OGH, sont alternes externes; ils sont 
égaux. De même EFB , CGH ; 

3** Les angles EFB, EGD, sont internes externes; on les 
nomme encore angles correspondants : ils sont égaux. De 
même AFE et CGE, AFH et CGH , BFJH et DGH; 

4® Les angles intérieurs d'un même côté BFG , DGF , sont 
supplémentaires; il en est de même de AFG etCGF. 

2 
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5^ Les angles extA^Burs d'un même côté EFB, D6H, 
sont supplénientaires;'AFE et GGH sont dans le mime cas. 

Ces cinq propriétés sont toutes comprises dans la Pro- 
position 16; leurs réciproques forment la Proposition 15 
et la remarque qui y est jointe. 

PROPOSITION XVII. 

THÉORÈME. 

Fig. 16. Deux angles qui ont les côtés respectivement parallèles 
ou perpendiculaires, sont égaux ou supplénkhtaires. 

V Soient les angles BAC, DEF, ayant les AB, DE, pa- 
rallèles et dirigés dans le même sens par rapport à la droite 
qui joindrait les sommets A et E; les côtés AC , EF sont aussi 
parallèles et de même sens. Ces angles sont égaux. Pour le 
prouver, prolongez le côté DE jusqu'à la rencontre de AC 
en 6. Les angles DEF, D6C, sont égsmx comme corres- 
pondants par rapport aux parallèles AC, EF, coupées par 
la sécante D6 (p. 16, r. S*"); les angles DGC, BAC, sont 
égaux, comme correspondants par rapport aux parallèles 
AB, DG, coupées par la sécante AC; donc les angles DEF, 
BAC, égaux à un même angle DGC, sont égaux entre eux. 

S'il s'agit des angles DE^", BAH, dont les côtés DE, AB,. 
sont parallèles de même sens, tandis que AH et EF son 
parallèles de sens contraire, on prolonge AH vers C; d'à 
près ce qu'on vient de prouver, l'angle BAC sera égal 
DEF; mais BAH est le supplément de BAC , donc BAH es 
aussi le supplément de DEF. 

Enfin , si l'on veut comparer les angles DEF , HAl , qu 
ont les côtés parallèles et de sens contraire^ on prolonge 
les côtés<lei'angle HAI et l'on aura BAC qui est égal à DEF 
d'après ce qu'on vient de prouver, et à HAI, d'après 1 
proposition 4. Donc DEF = HAI. 
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Ainsi ^-deili angles qui onC^fST côtés parallèles sont 
égaux si lea^ côtés de Fun sont tous les deux dirigés, ou dans 
le même sens que les côtés correspondants de l'autre, ou 
en sens contraire; ils sont supplémentaires si un côté de 
l'un est de même sens qu'un côté de l'autre, tandis que le 
second côté du premier est de sens contraire au second 
côté de l'autre. 

2^ Soient les angles BAC , bac, le côté ab étant supposé Fig. 17. 
perpendiculaire à ÂB , ac k ÂC. Supposons l'angle BAC 
aigu, et au point A éleyons au*dessus de AG, les droites 
AC', AB^ respectivement perpendiculaires à AC , AB. Les 
droites AC', ac, étant perpendiculaires à AC , sont parallèles 
( p. 1 1 et d. 16 ) ; de même AB ' est parai lèle à ab ; donc des 
deux angles en a l'un est égal à B'AC/, l'autre est le sup- 
pléfnent de B'AC. Mais l'angle B'AC = B'AC— C'AC et 
BAC = B'AC — B'AB; or, lés angles B'AB, CAC sont 
droits; donc BAC = B'AC. Donc aussi, des deux angles 
bac'^bac, l'un est égal à BAC, l'autre en est le supplément. 
Si l'angle BAC n'est pas aigu, on prolonge CA vers la 
gauche et l'oîT raisonne comme on yient de le faire. 

PROPOSITION XVIII. 
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. Deux droites AB, CD, parallèles à une troisième EF pj^, ^g, 
sont parallèles entre elles. 

Menez une droite quelconque GH perpendiculaire à EF, ' 
puisque AB est parallèle à EF, la droite GH sera aussi per- 
pendiculaire à AB (p* 14,c.). De mèmCf CD éts^l parallèle 
à EF, GH sera perpendiculaire à CD; donc les droites AB; 
CD y sont perpendiculaires à une même droite GH/ét par 
conséquent elles sont parallèles (p. 11 et d. 16). 

2. 
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PROPOSITION XIX. 

THÉORÈME. 

-l, \. Les parallèles ÀB, CD, comprises entre des parallèles 
I AD, BG , sont égales. 
Fig. 19. Tirez ÂG; les deux trianj^es ABG, ADG auront un côté 
commun AG; les angles BAG y AGD sont égaux comme al-' 
ternes internes par rapport aux parallèles AB , GD , coupées 
par la sécante AG (p. 16, r. 1*); les angles BGA, GAD 
sont aussi égaux conune alternes internes par rapport aux 
parallèles AD , BG , coupées par la même sécante AG. Donc 
les triangles ABG» ADG ont un côté égal adjacent à deux 
angles égaux chacun à chacun et sont égaux (p* 6); ainsi 
les côtés AB , GD , opposés à des angles égaux , soat égaux. 
\ DemémeAD = BG. 
Fig. ao. Corollaire. Si AD était perpendiculaire à DG , il le serait 
aussi à AB (p. 14, c); BG qui est parallèle à AD, serait 
aussi perpendiculaire à DG et à AB. Les droites AD, BG, 
mesurent dans ce cas la distance des parallèles AB, CD^^, 
et comme AD = BG , il en résulte que deux parallèles sont 
partout également distantes. 

PROPOSITION XX. 



THEOREME. 






Dans tout triangle la somme des angles est égale à deux 
angles droits. 

Fig. 21. Prolongez BA vers E ^ et du point A menez AD parallèle 
à BG. Les angles B et EAD sont égaux comme correspon-* 
dants par rapport aux parallèles BG, AD, coupées par la 
sécante EB ; les angles G et GAD sont égaux comme alternes 
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internes par rapport aux mêmes parallèles coupées par 
AC ; doncB +C = EAD+DAC , et si Ton ajoute départ 
et d'autre l'angle BAC > on a la somme des trois angles du 
triangle , B + G + BAC , ^le à la somme des trois 
angles consécutifs EAD + DAC + CAB, laquelle vaut 
deux angles droits (p. 2, r.). 

Corollaire 1. Deux triangles qui ont deux angles égaux 
chacun à chacun, ont au$si le troisième angle égal de p^vt 
et d'autre, 
V. Corollaire 2. Si dans un triangle l'un des angles est 
droit, les deux autres valent ensemble un angle droit, et 
l'iin quelconque des deux est dit complément de l'autre. 

Remarque. On a prouvé ci-dessus que B + C = EAD 
H- DAC ou = EAC. Ainsi, dans tout triangle, l'angle ex- 
térieur EAC est égal à la somme des deux intérieurs op- 
posés B et G. 

DÉpiNTTioN xru. Tout triangle ABC dans lequel il y arTig. 6. 
un angle droit B se nomme triangle rectangle; le côté AG 
opposé à l'angle droit est appelé hypothénuse. 

DiviNiTioif XVIII. Toute portion de plan terminée déFig. 22 
toutes parts par des lignes droites s'appelle un polygone^ ^27. 
Le plus simple des polygones est le triangle. Le polygone 
de 4 cotés se nomme quadrilatère;, celui- de 5 côtés, /y^i^ 
tagone; celui de 6 4?ôtés, hexagone; celui de 7 côtés, ep- ' 
tagone; de 8 côtés, octogone; de 10, décagone; de 12, 
dodécagone; de l&ypeniédécagone; etc. 

DÉFiHiTioK XIX. Un polygone est Ait com^èxe si le pro- Fig. 22. 
longement d'aucun côté ne vient couper le contour de ce 
polygone. 

Un polygone est appelé non com^exe si les prolonge- Fig. 23. 
ments de certains côtés , tds que CD , DE , coupent le con- 
tour du polygone. 

Remarque, Tout polygone non convexe peut se décomposer en 
polygoBes conyexes. Car si Ton considère on côté dont le prolonge- 
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nrent coupe le contour de la H^ure et qu'on prolonge ce c6té en 
effet Jusqu'à son premier point de rencontre ayec le contour , le 
polygone sera décomposé en deux autres qui auront chacun moins 
de côtés que la figure proposée. Opérant de même sur chacun de 
ces nouveaux polygones , s'il y a lieu, on décomposera le polygpno 
proposé en d'autres qui auront de moins en moins de côtés. Doué i 
on arrivera finalement , ou bien à des polygones convexes de pluSs' 
de trois côtés , ou à des triangles , c'est-à-dire toujours à des poly^' 
gones convexes. 

Fig. 24y DÉFtiftTtoif XX. On appelle cb'^Eg-onafe toute droite telle 
à 26. que AG ou BD qui joint les sommets de deux angles non 
adjacents dans un polygone. 

PROPOSITION XXI. 

THÊOIlillE. ^ 

-^ La sommé des angles intérieurs d^ un polygone est égaie 
à deux angles droits multipliés par le nombre des côtés , 
moins 4 droits. 
Fig. 22 ^ît un polygone ABCDEF; d'un point pris dans Tin- 
et 23. térieur tirez des droites aux sommets de tous les angles, 
de manière que le polygone soit décomposé en autant de 
triangles AOB, BOG, etc., qu'il a de c6tés; dans chacun 
de ces triangles la somme des angles est égale à 2 angles 
droits ( p. 20 ) ; ainsi la somme des angles de tous ces trian- 
gles est ^le à 2 angles droits multipliés par le nombre 
des côtés du polygone» et pour aroir la somme des angles 
du polygone, il suffit de retrancher de ce produit la somme 
des angles en O, laquelle Tant 4 angles droits. Donc multi* 
pliez 2' angles droits par le nombre des côtés du polygone, 
et retranchez de là 4 angles droits^ le reste sa*a la somme 
des angles intérieurs du polygone. 

Corollaire. Dans un quadrilatère la somme des angles 
sera donc 2 ' X 4 — 4 •* ou 4 droits; dans un pentagone 
2^x5— '4^ = 6 droits; dansunhexagone2'' x6«-4''=: 
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8 droits; et en général dans un polygone de n cotes, cette 
somme est 2 ** X n —41 ou 2 •* (n— 2). 

DÈFinirion xxi. Le quadrilatère qui a les côtés oppo- Fig. 24 
ses parallèles se nomme \m pardBélogramme. Dans un pa* à 27, 
rallélogramme les côtés opposés sont égaux (p. 19.) » c'est* 
à-dire AB = CD, AD =z BC. Les angles opposés sont aussi 
égaux (p. 17). 

Parmi les parallélogrammes on distingue : 

DÉFINITION XXII* Le rectangle, d^nsleqadL les côtés op- Fîg. 24. 
posés AD, BC, sont perpendiculaires aux deux autres AB, 
CD y de sorte que les 4 angles sont droits. 

DÉFINITION XXIII. Le carré, dans lequel ta même pror Fig, 25. 
priété a lieu , et où en outre les côtés adjacents AD, AB , 
sont égaux; de sorte que dansp cette figure les 4 angles sont . 
droits et les 4 côtés égaux. 

DÉFINITION xxiF, Lc lozangs est un parallélogramme Fig, 27, 
dont les côtés adjacents, et par conséquent les 4 côtés, 
sont égaux , sans que les angles soient droits. 

PROPOSITION XXII, 

TH^RÈIIE. 

*^ Un quadrilatère est un parédlélogramme : V si les côtés 
opposés sont égaux; 2^ si deux côtés opposés sont égaux 
et parallèles. 

1<» Soit AB = CD, AD=r BC; je dis que la figure ABCD rig. 19, 
est un parallélogramme. En effet, tirez la diagonale AG ; les 
triangles ABC , ADG, auront le côté AG commun , le côté 
AB = CD. le côté AD = BC, par hypothèse; donc (p. 8), . 
ils sont égaux, et les angles AGD , BAG, opposés aux cô- 
tés égaux AD, BC , sont égaux. Mais ces angles ont par 
rapport aux droites AB , CD et AG , la position d'alternes 
internes. Donc les drcMtes AB, CD, sont parallèles (y, 15, . 
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r. 1"^). On prouve de même que AD est parallèle à BC ; 
donc ABCD est un parallélogramme (d. 20). 

2" Supposons AB égal et parallèle à CD , et tirons AG. 
A cause des parallèles AB , CD , coupées par AC , les angles 
BAC, ACPy sont égaux comme alternes internes. Donc les 
deux triangles BAC , DAC , on^n angle égal compris entre 
côtés égaux chacun à chacun , savoir AC commun, AB = 
DC par hypothèse; ainsi ils sont ^ux (p* 6), et l'angle 
DACi^ACB. De là on conclut (p. là, r. !<"), que AD et 
BG sont parallèles , et que la %ure ABCD est un parallé- 
logramme (d. 20). 

PROPOSITION XXIIL 

THÉORÈBIE. 

— TiTg. 24 )* Dans tout paraUélogramme , les diagonales AC, BD se 
à 27. coupent mutuellement en deux parties égales et récipro- 
quement. 

Car la droite AB étant parallèle àDC, l'angle ABO = 
ODC (p. 16, 2*), et l'angle BAO=:OCD; de plus, le côté 
ÂB=:DC(p.l9). Donc ces deux triangles AOB, DOC sont 
égaux (p. 6), et les côtés AO, OC, opposés de part et 
d'autre à des angles égaux, sont égaux. De même DO = BO. 
Réciproquement si AO =;: OC et BO = OD , les triangles 
AOB , DOC seront égaux comme ajant l'angle AOB = DOC 
(p. 4) compris entre côtés égaux (p. 5); donc les angles 
BAC , ACD , ppposésà des côtés égaux, sont égaux et (p. 15. 
r. l"") les droites AB, DC sont parallèles; de même, AD, 
BC sont parallèles, et la figure ABDC est un parallélo- 
gramme (d. 20). 
Fig. 24. Remarque. V Dans le rectangle les deux diagonales sont 

égales. 
Fig. ^. ^ I^DS 1® losange les diagonales se coupent à angles 
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droite. Car, comme le point B est également distant de A et 
C , de même que le point D, ces deux points sont sur la 
perpendiculaire élevée au milieu de AC (p. 13) ; donc BD 
est cette perpendiculaire. 

3^ Dans le carré , qui est à la fois un rectangle et un lo- Fig. 25. 
zange, les diagonales sont égales, se coupent à angles droits > 
et en parties égales. 
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LA LIGNE DROITE ET LE CERCLE. 



Fig. 28. DÉFINITION /• La circonférence du cercle est une ligne 
courbe dont tou&les points E, H, A, etc. , sont également 
distants d'un point G situé dans le plan de cette ligne, et 
appelé centre. 

DÉFINITION II, Toute droite CE, CF, etc., menée du 
•centre à un point de la circonférence, se nomme rayon. 
Dans un même cercle tous les rayons sont égaux. 

DÉFINITION III, Toute droite AB , passant au centre et 
terminée de part et d'autre à la circonférence, se nomme 
un diamètre. Le diamètre est double du rajon* 

Définition iv. Un arc est une partie de la circonférence, 
telle que BF, EF, etc. La droite EF qui joint les extrémités 
d'un arc, s'appelle la corde ou sous-tendante de l'arc* 

PROPOSITION I. 

THéORàMB. 

Une ligne droite ne saurait rencontrer.une circonférence 
en plus de deux points. 
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Car si une droite pouvait rencontrer une circonférence pig. â8. . 
en trois points E , H ^F, les trois rayons CE , CH , CF seraient ' 
trois lignes égales menées d'un mêime point C sur cette 
droite, cetiui est impossible (.1. 1, p. 12, c. 3). 

PROPOSITION IL 

• • ' - - 

THÉOBÈME. * 

Le diamètre est la plus grande corde et dwise la cir- 
conférence en deux parties égales. 

Car 1^ soit une corde EF qui ne passe pas au centre; ti- Fig.* ^. 
rez le&rayonsCE, CF; on aEF<EC-f-CFoù<BC+CÀ 
ou<BA. 

2^ Si Ton fait tourner la partie ABH'^du \)lan aûtour-du 
diamètre AB, tout point H' de l'arc AH'B viendra coïnci- 
der avec un certain point de AHB.Car si l'on tire CH', qu'on 
prenne l'angle ACH = ACH' , la ligne GH' tombera sur CH, 
et comme CH' est égal à CH, lé point H' tombera en H. 
Donc l'arc AH'B coïncidera avecAHB; doncAHB = AHB. 

PROPOSITION m. 



THÉORÈHE. 



Le diamètre DDS perpendiculaire à une corde BG , di- Fig. 29. 
pis& cette corde et les arcs sous-tendus BDC, BD'C^ cfia- 
cun en deux parties égales. 

Superposez la demi-circonférence DCD^ avec DBD', le 
point C devra tomber quelque part sur l'arc DBD';mais 
Tangle droit ENBC coïncidant avec DEB , le point C doit aussi ' 
tomber sur la droite EB; donc il tombera sur le point B. 
Ainsi la droite EC = EB, et l'arc DC, qui coïncide avec DB , 
est ^al à DB; de même D'B=D'G ; donc le point E est le 
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milieu de la corde et les points D, D^ soot les milieux des 

>'arc8. 

Corollaire. Le centre À, le milieu E de la corde et les 
milieux D, D' des deux arcs sous-tendus BDC, BD'G sont 
donc quatre points en lignedroite, de sorte que toute droite 

. qui passera par deux de ces points, passera aussi par les 
deux autres, et sera perpendiculaire à la corde; de plus, 
toute perpendiculaire abaissée d'un de ces quatre points, 
sur la corde, passera par les trois autres. 

PROPOSITION IV. 

THéORÈliE. 

Fig. 30. Si dans un même demi-cercle ou dans des demi^cerçles 
égaux deux arcs BGG , EHF sont égaux: V les angles au 
centre BÂC, EDF, qui interceptent ces arcs, sont égaux; 
2* lescordesBC^ EF. de ces arcs sont égales; 3* ces corder 
égales seront également éloignées du centre^ 

Menez les rayons AG, DH, respectivement perpendicu*» 
laires aux cordes BG, BF; ils passeront aux points I, L, mi- 
lieux de ces cordes (p. 3). Placez ensuite le point D enÂ, 
le point E en B; les deux circonférences coïncideront, et 
comme l'arc EF est égal à BG, le point F tombera en G et 
le point Jl, milieu de l'arc EHF (p. 3), coïncidera avec 
G, milieu de BGG. Donc, 1^ l'angle EDF coïncidera avec 
BAG et lui sera égal ; 2" la corde EF coïncidera avec BG et 
lui sera ^ale. Enfin, le point L, milieu de EF, coïncidera 
avec I, milieu de BG, et la perpendiculaire DL sera égale 
à Èi. Donc , 3^ les cordes ^ales BG , EF sont également 
éloignées du centre. • 

Remarque. Gette proposition offre trois réciproques. Par 
exeinple , si Ton suppose les cordes BG, EF égales , les rayj(>r)s 
BA, DE restant égaux , on conclura , par la superposition 
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des d^ux triangles ÂBG, DEF, qui auront les côtés égaux» 
deux à deux, que.rarcBGC=EHF etrangleBACnEDF.Sî,* 
au contraire, on suppose l'angle BAC ;=EDF, les triangles- 
ABC, EDF auront un angle égal entre côtés égaux, pour-* 
ront se superposer, et l'arc BGG coïncidera encore avec» 
EHF. • 



PROPOSITION V. 

THéORÈME. 

5e' dans un même demi-cercle ou dans des demi-cercles F\g. 30. 
égaux, on prend deux cordes inégales KM^ EF, i^ la plus 
grande corde KM soustendra le plus grand arc; 2® cette 
plus grande corde sera la moins éloignée du centre. 

1^ Car dans les deux triangles KAM , EDF , les côtés AK, 
AM sont égaux à DE, DF; le côté KM est plus grand que 
EF; donc (1 1 , p. 7, c.) l'angle KAM sera plus grand que 
EDF. Gela fait, posons le point D sur A, le rajop DH> 
sur AG, l'angle EDF se placera dans l'angle KAM , et par 
conséquent l'arc BGG qu'il interceptera sera <^ KGM. 

2^ La corde EF coïncidant avec BG , cette droite BG sera - 
aussi perpendiculaire à AG; or, évidemment AI ^ AO;- 
donc DL, qui est ^al à AI , sera plus grand que AO. Donc • 
KM est moins éloignée du centre que EF. 

Remarque. Si l'on suppose l'arc KGM plus grand que 
Tare EHF , on pourra conclure que la corde KM est ^ EF. 
En effet, soient G, H, les milieux des arcs; prenez GB= * 
GG = EH , l'àrc.BGG sera égal à EHF, et l'angle BAC sera 
égal à EDF (p. 4); or, l'angle BAG est moindre que. KAM; • 
donc l'angle EÏ)F est aussi <^ KAM, et les deux triangles • • 
KAM , P)F ayant d'ailleurs les côtés KA, MA égaux à ED, ^ 
DF, il s'ensuit ( 1. 1 , p. 7 ) que le côté EF est < KM. 
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PROPOSITION VI. 



TBEOIŒIIE. 



Fig. 3i. • Pour qu'une droite BG n*ait qu'un seul point D de com- 
mun ai/ec une circonférence, il suffit et il faut qu'elle toit 
perpendiculaire au rayon AD mené à ce point. 

Supposons la droite BC perpendiculaire en D au rayon 
AD; tout autre point E, pris sur cette droite , sera hors du 
cercle» puisque la droite AE, qui est une oblique , est plus 
longue que la perpendiculaire AD (1. 1, p. 12 , 1" ). 

En second lieu , pour que BG n'ait que le point D de com- 
mun avec la circonrérence, il faut que tous leâ autres points 
de BG soient plu^ éloignés du centre A que le point D ; il 
faut donc que AD soit la plus courte distance du point A 
à la droite BG, c^t-à-dire que AD soit perpendiculaire à 
BG(I. l,p. 12,r.> 

Fig. 31. DÉFINITION V. Une droite qui n'a qu'un poinj; de com- 
mun avec une circonférence , se nomme une tangente ; le 
point commun est appelé pom^ de contact» 

Remarque. Puisque touteautre droite, menée par le point 
D, coupe la circonférence, il s'ensuit que par le point D on 
ne saurait mener une droite qui , aux environs de ce poin t , 
passe entre la circonférence et la tangente. . 

Fig. 31. DÉFINITION r/. Une droite qui rencontre la circonfé- 
rence en deux points se nomme une sécante; telle est FG. 

■ 

PROPOSITION VIL 

THÉORÈME* 

Deux parallèles interceptent sur la circonférence des 
. arcs égaux. 



Il y a trcâs cas : 1^ Les deux parallèles sonl desT sécantes pig. 32. 
AB, CD. Du centre O menez 01 peq>endiculaire à AB; il le 
sera aussi à sa parallèle CD (1. 1 , p. 14, c). Mais ce rayon 
OI étant perpendiculaire à chacune des cordes NP, LM, 
le point I sera le milieu de chacun des arcs NIP, LIM 
( p. 3) , de sorte que NI = IP , LI = IM; donc NI — LI = 
IP-IMouNL=PM. 

2^ L'une deâ parallèles est une sécante Afi , l'autre une 
tangente EF. Menez le rayon 01 au point de contact ; il sera 
perpendiculaire à la tangente EF (p. 6), et par consé- 
quent aussi à sa parallèle AB; donc ce point I est le milieu 
de l'arc LIM (p. 3 ) , et l'on a LI = IM. 

3^ Les deux parallèles sont des tangentes EF, GH; menez 
la sécante AB parallèle à ces droites. D'après ce qu'on vient 
de prouver , on a LI = IM, LK =z MK ,- donc LI «fliK = MI 
+MK, ou IIJB=IMK, et chacun de ces arcs est une demi- • 
circonférence. 

PROPOSITION vni. 

TBÉORilÉE. 

X 9^ux circonférences de cercle ne sauraient auoir plus '. 
de deux points communs sans se confondre* ' 

Soit une circonférence ayant son centre en A, et soient tig. 33. 
pris sur cette circonférence trois points quelconques B, C, 
D ; je dis que toute circonférence qui passera par ces trois 
points se confondra avec la circonférence donnée. En ^et, 
tirons les cordes BC, CD; aux points E, F, milieux de ces 
cordes, élevons des perpendiculaires EA, FA qui passeront 
au centre A (p. 3). Toute circonférence qui passera^par 
les deux points B, C , devra avoir son centre également dis- 
tant de ces deux points (d. 1); donc il se trouvera sur 
la droite AE (I. 1 , p. 13); par la même raison toute cir- 
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- conférence qui passera par les deux pointô C^ D» aura son 
centre sur ÀF; donc, toute circonférence qui passera par les 
trois points B , G , D , aura son centre à la fois sur £A et sur 
FA, eW-à*dire au point A, et comme etie passe an point 
B, elle a pour rayon AB et se confond avec la circonférence 
donnée. 

PROPOSITION IX. , 

TnÉOR^HE. 

Fij. 34. Toutes les fois que deux circonférences se coupent en 
deux points G, G' ,fo ligne des centres AB est perpendicu- 
laire au milieu de la corde commune GG'. 

Gar s7au milieu^ de la corde GC on élève une perpendi- 
culaire, elle doit passer par le centre de chacun des deux 
cercles (p. 3, r.); donc cette perpendiculaire se confond 
avec la droite AB. 

Corollaire» Lorsque deux circonférences se coupent en 
deux points , Tun de ces points est d'un côté de la ligne des 
centres, l'autre est de l'autre côté, et aucun de ces deux 
points ne saurait être sur cette ligne. 

Remarque. Si deux cercles n'ont qu'un point commun,/* 
ce point est sur la ligne des centres. Gar s'il était d'un côté 
de cette ligne, comme cette même ligne divise la figure en 
deux parties superposables, il s'ensuit qu'il y aurait encore 
un point commun de l'autre côté de cette ligne; il y aurait 
donc deux points communs, tandis qu'on n'en suppose 
qu'un seul. 

DÉFINITION r//.Deux cercles sont dits tangents lorsqu'ils 
n'ont qu'un point de commun : ce point commun s'appelle 
point de contact. 
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PROPOSITION X. z!^ A-U -- ' 

THtORèME. 

Pour que deux cercles aient un seul point commun, il 
faut et il suffit que la distance des centres soit égale à la 
somme ou à la différence des rayons. 

1^ Supposons la distance des centres AB égale à la somme Fig. 35. 
des rayons ÀC , CB. Les deux cercles décrits des points A 
et B comme centres avec ces rayons respectifs , passeront 
tous les deux au point C ; ils auront donc le point C de 
commun, et n'en auront pas d^autre. Car s'ils avaient deux 
points communs , aucun des deux ne serait sur la ligne des 
centres (p. 9, c.). Lès deux cercles se touchent donc 
extérieurement. 

Réciproquement si deux cercles se touchent extérieure- 
ment, la distance des centres est égaleà la sommedes rayons. 
Car le point commun est nécessairement sur la ligne des 
centres (p. 9, r.) entre les deux centres A, B, de sorte (}ue 
AB = AC+BC. 

2^ Soit la distance des centres AB égale à la différence pig. 30. 
des rayons AC, BC. Les deux cercles auront le point C com- 
mun ; on prouvera , comme dans le cas précédent, que c'est 
le seul point commun et que réciproquement si deux cercles 
se touchent intérieurement , la dislance des centres est égale j0l^ 
à la différence des rayons. 



PROPOSITION XI. 



THEOREME. 

Si deux cercles se coupent en deux points, la distance des 
centres est moindre que la somme des rayons, et plus grande 
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que leur différence ; si deux cercles n'ont aucun point corn- 
mun , la distance des centres est plus grande gîte la somme 
des rayons, ou plus petite que leur différence. 
fï%, 34. ■ 1^ Si àeax cercles se coupent en deux points, aucun de 
ces points n'est sur la ligne des centres (p. 9, c). Donc 
c^cun de ces points détermine avec les centres A et B un 
triangle comme ACB> dans lequel chaque côté est plus pe- 
tit que la somme des deux autres. Ainsi AB <^ AC -f- BC , 
et BC <^ AB + AC , ou , retranchant AC de part et d'autre , 
BC — AC<ABouAB>BC— AC 

2® Si deux cercles n'ont aucun point commun, ils sont 
extérieurs l'un à l'autre comme à la figure 37 , ou bien l'un 
est dans l'autre comme figure 38. Dans le premier cas on a 
évidemment AB > AC + DB ; dans le second AB + DC = i 
AC — BD, et par conséquent AB <^ AC — BD. 

Remarque. Réciproquement si la distance dss centres 
est plus petite que la somme et plus grande que la diffé- 
rence des rayons , les deux cercles se couperont en deux 
points. Car s'ils n'avaient qu'un point commun , la distance 
des centres serait ^le à la somme ou à la différence des 
rayons (p. 10), et s'ils n'avaient aucun point commun, 
on vientde voirque la distancedes centres serait plus grande 
que la somme, ou plus petite que la différence dès rayons. 

PROPOSITION XII. 

PROBLÈHE. 

tr le milieu d'une droite AB élever une perpendiculaire. 
Fig. 39^^^^ point A comme centre avec un rayon AG plus grand 
que la moitié de AB décrivez une circonférence CGD; du 
point B comme centre avec le même rayon décrivez un se- 
cond cercle CHD. Ces deux cercles se couperont en deux 
points; car chaque rayon étant plus grand que la moitié de 
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ABy la somme des rayons sera plus grande que ta distance 
des centres AB; d'ailleurs les 'deux rayons étant égaux, leur 
différence 9 qui est lïullCy est moindre que la même distance 
AB. Donc (p* 11) les cercles se couperont en deux points 
C , D; mais à cause des rayons égaux, chacun de ces points * • 
est également distant des points A et B ; donc G et D ap^ 
partiennent à la perpendiculaire élevée au milieu de AB 
(I. 1 , p. 13). Donc enfin CD est cette perpendiculairi. 

Remarque^ Cette construction sert à diviser une ligne ' 
en deux parties égales; si Ton divise ensuite chaque moitié 
en deux parties égales et ainsi de suite, on pourra diviser la 
ligne en 4, 8,16, etc., parties égales. 



PROPOSITION XIIL 

I^ROBlilAlE. 

Par trois points donnés A, B , C, non en ligne droite p j^. 40. 
faire passer une circonférence de cercle. 

Joignez AB^BC ; aux milieux de ces droites élevez les per^ 
pendiculaires EF , DH ; je dis que ces deux perpendiculaires 
se couperont. Car si elles ne se coupaient pas , elles seraient 
parallèles; or, AB qui est perpendiculaire à EF, le serait 
aussi à sa parallèle DH (1. 1 , p. 14, c); mais BG est déjà 
perpendiculaire à DH , et comme les trois pointsA, B , G ne 
sont pas en ligne droite, BG est différent du prolongement 
de AB ; donc du même point B on pourrait mener deux 
perpendiculaires sur la même droite DH , ce qui est absurde 
( L 1 , p. 1 1 ). Airtsi les droites EF, DH se couperont eu un ^ 

point O. Or, ce point , appartenant à EF qui est perpcndi- 
ciriMre au milieu de AB, est également distant des points 
A«i;B (K 1 , p. 1 3) ) par une raison semblable le point O est 

It distant des points B , G ; do;îc les trois distances * à 
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OA , OB 9 OC sont ^les , et le cercle décrit du point O avec 
le rayon OA, passera par les trois points A, B, G. 

Remarque. La même construction sert à faire passer un 
cercle par les trois sommets d'un triangle ABC, ce que Ton 
appelle circonscrire un cercle à un triangle. Elle sert en- 
QQisfi:^^^ tràuver le centre d'un cercle ou d'un arc donné. 
Dans eecas on prend sur cet arc ou sur la circonférence 
ifo& points. à Tolonté A, B , G; on les joint par des cordes 
ÀB, BG, sur les milieux desquelles on élève les perpendicu- 
laires'^, tffî qui passeront toutes les deux au centfe 
(p. 3, c.yet détermineront ce point par leur intersection O. 

PROPOSITION XIV. 



PROBLEME. 



Fig. 41. P^^ un point Cpris sur une droite AB , élei^er une per- 
pendiculaire à cette droite. 

Prenez sur la droite AB les deux distances égales CE, 
CD; des points E, D comme centres avec un même rayon , 
plus grand que DC, décrivez deux arcs qui se coupent en 
un point F; ce point F sera également distant de D et S; il 
en est de même du point G ; donc GF sera perpendiculaire 
àDE(l. I,p.l3). 

PROPOSITION XV. 

PROBLÈME. 

Fig« 42. D'un point A donné hors d'une droite DE mener une 
perpendiculaire à cette droite. 

Du point A comme centre et d'un rayon suffisamment 
grand décrivez un arc qui coupe la droite DE en deux points 
B et G; de ces deux points comme centres avec un même 
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rajOD , plus grand que la tnoitJé de BG , décrÎTei deux arcs 
qui se coupent eu un point F; les deux points A et F éunt 
égaleiâent disUnts de C et fi , [a droite AF sera perpendi- 
culaire à BC ou DE. 

PROPOSITION XVI. 

PROBLÈME. < 

Cotutraire un triangle connaissant tts trois côtés kjjt 
B,C. 

Pour que le triangle soit possible, il faut ijiie le iilusgraiiil 
des trois cotés soit moindre que la somme des deux autres; 
car dans tout triangle cette propriété a lieu. Si cette con- 
dition est remplie le triangle peut se construire; En effet , 
prenez uneligneDEégaleauplusgranddes trois cotés, c'est- 
à-dire à A; du point D comme centre avec un rayon égal 
à B , décrivez un cercle; du point E comme centre avec un 
rayon égal à C, décrivez unsecond cercle. Ces deux cercles se 
couperont; Car la distance des centres DE est supposée plus 
petite que la somme fi + C des rayons ; de plus , puisque - 
DE est plus grand que chacun des rayons, il est aussi plus 
grand que leur différence. Donc les cercles se couperont 
(p. 11) en deux points; soit F l'un de ces points; DEF sera 
le triangle demandé. 

Le triangle serait encore possible si A était égal au plus 
grand des deux autres côtés B , C , ou si les trois côtés 
étaient égaux. 

DÉFiniTion y tu. Un triangle qui a les trois côtés iné- 
gaux est appelé triangle scalène. 

DÉPiniTiON IX. Un triangle qui a les trois côtés égaux se 
nomme triangle éqailatéral. Il a été prouvé (I. l,p. 5, c.) 
que si dans un triangle deux côtés sont égaux , les angles 
opposés le sont. Donc dans un triangle équilatéral les trois 



angles«MitëgauzeDtreeiixetà|d'angle<lroit(l. l,p. 30). 
Réciproquement si les trois angles d'un triangle sont égaux, 
V - J"» trois côtés le seront ( 1. 1 , p. 6, c), 

PROPOSITION xvir. 

FRoniMB. 

Fjg. 44. Construire un inim^Je connaissant deux côtés ^, B, et 
l'angle compris C. 

Tlre^une ligne indt^tinieGHetbites au pointGun angle 
égal à l'angle C. A' cet effet, du point C comme centre avec 
un rayon ai^itraire CD, décrirez un arc DFE terminé aux 
côtés de l'angle, et tirez la corde DE. Du point G comme 
centre arec un rayon Gl égal à CD, décriTez un arc indé- 
fini, et du point I avec un rayon égal à la corde DE , décri- 
vez un nouvel arc qui fioupe le premier en un point K; si 
Ton dre Kl , cette corde sera égale-à DE, et comme de plus 
le rayon GI est égal à CD, l'arc ILK sera égal à DFE, et 
l'angleGàC(p.4,r.). 

Actuellement, onprendraGH^aU A, GM égala B,on 
tirera MH, etGMH sera le triangle demandé (1. 1, p. S). 

PROPOSITION XVIII. 

PROBLÈHE. 

rig. 45. Construire un triangle connaissant un côté et deux 
angles. 

Premier cas. Les deuxanglesB, C doivent être adJae«itA 
aucôtédonné:prenezuneligneDE^aleàA;aupointD&ite8 
l'angle D égal à G , au point E l'angle FED égal à B ; les cô- 
tés DF, EF se couperont si la somme B-f-C est plus petite 
que deux droits, et DFE sera le triangle demandé. 
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• 

Deuxième cas, Uangle C doit être adjacent au coté Â, et 
l'angle B opposé : sur une ligne GH égale à À faites Tangle 6 
égal à C; en un point quelconque I de la ligne GI faites 
l'angle GIL égal à B , et du point H menez HM parallèle à LI 
(I. 1 , p. IS), GHMsera le triangle demandé ; car à causedes 
parallèles TangleGMB opposé au côté GB est égal à GIL ou ^^"^ 
B ; ce côté GB est d'ailleurs égal à A et l'angle^Gest égaOTC. ) 



/ 



PROPOSITION XIX. 
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PROBlÈME. 



Construire un triangle connaissant, deux côtés et V angle Fig. 46. 
opposé à l'un d'eux. 

Il y a deux cas : 1^ L'angle donné C est opposé au côté A 
qui est le plus grand des deux côtés donnés. Faites un angle 
FDE égal à l'angle donné C ; sur l'un des côtés prenez DE égal 
au côté B, et du point E comme centre arec le rayon A, dé- 
crirez un cercle. Puisque ED ou B est moindre que le rayon 
A , la droite DP aura le point D dans ce cercle et le coupera en 
deux points F, G situés de différents côtés du point D. Si 
donc on tireEF, EG, on aura les deux triangles EDG, EDF, 
dont le dernier seul satisfait à la question. Car l'angle EDF 
est l'angle donné, et les côtés DE , EF sont égaux aux cô- 
tés donnés B et A. Le triangle GED renferme le côté DE 
égal à B, et le côté GEégal à A; mais l'angle GDE, opposé 
à ce côté, est le supplément de l'angle G. Cependant si 
l'angle C était droit, le triangle GDE serait égal à ÉDF. 

2® L'angle donné C doit être opposé au plus petit des 
deux côtés donnés, c'est-à-dire à B. Après avoir fait l'angle 
K égal à C , on prend Kl égal à A , et du point I comme 
centre avec un rayon égal à B, on décrit un cercle ; or, abais- 
sons de I la perpendiculaire IM sur KM. Si B est plus grand 
que IM, le point M sera dans le cercle, la droite KM sera 
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une sécante qui coupera ce cercle en deux points, et comme 
Kl ou À est plus grand que le rayon B , ces deux points L , 
P seront situés du même coté du point K. Tirant donc IL 
et IP, on aura deux triangles KIL, KIP, satisfaisant tous les 
deux à la question* Cardans le premier, K1=A,IL = B et 
['angle K, opposé à IL, est ég-al à C; dans le second , Kl = 

/ A',H^ = B , et Tangie K , opposé à IL , est égal à G. 

l SiJ^ côté B était égal à IM, Tare de cercle décrit du 

*— centrej et dû rayon B toucherait la droite KP en M, et le 

tri&gle KMI seul résoudrait la question. Enfin, si B était 

plus petit que IM, l'arc de cercle ne rencontrerait pas KP, 

et le triangle serait impossible. 

Cbra//aire. Puisqu'il n'y a qu'un seul triangle qui«éponde 
à la question lorsqu'on donne deux côtés et l'angle opposé 
au plus grand' de ces côtés, on. peut conclure (fae^deua: 
triangles sont égaux s'ils ont deux côtés égaux chacun à 
chacun , et l'angle opposé au plus grand côté aussi égal. 

PROPOSITION XX. 

PROBLEME. 

Fig. 47. Diuiser un angle ou un arc ^n2,4,8,16^ etc. , parties 
égales. 

' S'il s'agit d'un angle BAC on décrit du sommet A comme 
centre arec un rayon quelconque AB, un arc BIG terminé 
aux côtés de l'angle. Ensuite des points B et G comme 
centres avec un même rayon plus grand que la moitié de la 
corde BG , on décrit deux arcs qui se coupent en un point F ; 
la droite AF divisera l'angle BAG en deux parties égales. Gar 
la droite AF, ayant deux points A et F également distants 
de B et G, se trouve perpendiculaire au milieu de B G (p.lâ); 
donc elle passe au milieu de l'arc BIG ( p. 3 ) ; mais si les arcs 
BI, IGsont^aux, les angles BAI, IAGlesontaussi(p.4). 
En second lieu , s'il s'agit d'un arc BG à diviser en deux 
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parties égales, on détermine le point F comme tout à 
l'heure, on tire AF et l'on a le point I, milieu de l'arc. 

Enfin ^ si l'on divise chaque moitié de l'angle ou de l'aie 
en deux parties égales, et ain^i de suite, on pourra opérer 
la division en 4, 8, 16 , etc., parties égales. 

BemarqiÂe. La partie ÂF de la ligne de division est le lieu de tons 
les points qui , dans l'angle B4G , sont également distants des côtés.^ ^- 
En effet , soit le point G pris snr AF ; menons de ce point sM '^ 
les côtés de Tangle les perpendiculaires GH, GH^; les triangles 
AGH , ÀGH' , auront Fangle droit AHG égal à AH'G ; les angles 
HAG , H'AG , sont égaux comme moitiés d*un même angle ; donc 
aussi les angles AGH, AGHS sont égaux (1. 1 , p. 20 , c. 1 }; d'ail- 
leurs le côté AG est commun; donc ( 1. 1 , p. 6) ces deux triangles 
sont égaux entre eux, et le côté GH est égal à GH^. S'il s'agit d'un 
point K ISVis dans Vangle , mais hors de la droite AF, on abaisse de 
ce point les perpendiculaires KH , KL , sur les deux côtés ; l'une de 
ces perpendiculaires, KH, coupe la droite AF en un peint G; de 
ce point G on aba^e GH' perpendiculaire sur AC , et l'on joint KH'; 
cela fait, on aura KL'fl^ftRflllque l'oblique KH'; mais KH' < KG 
-4- GH', ou, puisque GQ^^CtH, KH' < KGh-GH ou < KH; donc 
aussi KL < KH. Ainsi, 'tout point pris sur ÀF est également distant 
des côtés de l'angle BAC , et tout point pris dans Vangle et hors de 
AF est inégalement distant de ces mêmes côtés. 

DÉFINITION X. La droite qui divise un angle en deux 
parties égales est appelée la bissectrice de cet angle. 

PROPOSITION XXI. 

PROBLÈME. 

Mener un cercle tangent à trois droites AB, CD , ËF , qui se cou- Fig. 48 
perU deux à deux. 

Ce problème offre 4 solutions : 

±0 Tirez les bissectrices GL , HN , des angles BGF , A^D ; elles 
se couperont en un point K. Or , ce point, situé dans l'angle BGF , 
et sur la bissectrice de cet angle , est à égales distances des côtés 
AB, EF; par une raison semblable il est également distant des côtés 
AB, CD; donc les perpendiculaires KO , KO', KO", abaissées de ce 
point sur ces trois droites sont égales , et le cercle décrit do point 
K comme centre avec le rayon KO , passera par les points O, O', 
O", et sera tangent aux trois droites AB, GD^ EF, puisque celles-ci 



( 



42 céoMérRiE. 

tout perpendieiilaires anx extrémités des rayons KO , KO^ KO'' 

Puisque le point K est également distant des droites CD , £F, il 
est aussi sur la bissectrice de l'angle GIE ( p. 20 , r,), de sorte que 
les bissectrices des anglçs du triangle GHI se coupent en an même 
point K. V ' ' 

2* Les bissectrices des trois angles BHD , BGF, CIF, se coupent 
de même en un point L qui est le centre d*un cercle tangent aux 
j trois portions de droites HB, HI, IF. Le rayon sera la perpendicu- 
-^"^ Uiire abaissée de L sur une de ces droites. 

3» Les bissectrices des trois angles AHC , CIE, BGE , se coupent 
en un point M, centre d'un cercle tangent aux droites GH , HG , GE. 
Le rayon est la perpendiculaire abaiss3e de M sur une de ces droites. 

4° Enfin, les bissectrices des angles AGI, AHD, DIG, se coupent 
en un point N, centre d'un cercle tangent aux trois droites XG , 
GI, ID. Le rayon est la perpendiculaire abaissée de N sur une de 
ces droites. 

Jiemarque, Si l'on prolonge LH , bissectrice de l'angle BHI , les 
angles que ce prolongement fera avec GH, HG, seront respective- 
ment égaux à LHI , LHB , et serontpar conséquefit égaux entre eux. 
Ce prolongement se confondra doo#inn$tf1|lî^,«lNssectrice deCHA. 

Déplus, les deux bissectrices WL-, ^S^ sont, perpendiculaires 
entre elles. Car l'angle AHN est la moitié-^te'AHD, l'angle AHM 
est la moitié de AHC ; donc AHN + AHM ou NHM est la moitié de 
la somme des deux angles supplémentaires AHD , AHC ; donc NHM 
est droit. 

Des propriétés analogues ont lieu en G et I. 

r>&» ^® DÉFINITION XI. On entend par angle inscrit tout angle 
®* ^^' tel que BCD, formé par deux cordes. 

DÉFINITION XI j. On entend par segment de cercle l'es- 
pace compris entre un arc et sa corde. 



PROPOSITION XXII. 

THÉORÈME. 

U angle inscrit, ainsi que V angle formé par une tan- 
gente et une corde, est égal à V angle au centre qui inter- 
cepteia moitié de Varc compris entre les côtés du premier. 
Fig. 49. Soit d'abord l'angle inscrit BCE dont l'un des côtés est 
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un diamètre. Menez le diamètre F6 parallèle à BC ; l'angle 
au centre FÀE sera ^1 à BGE , à cause des parallèles BG , * ' 
FG coupées par CE (1. 1, p. 16, S»). Or, les angles GAG, 
FAE étant ^;aux, les arcs FE, GG le sont (p. 4). D'un 
autre côté les arcs GG, BF sont aussi égaux (p. 7.). Donc 
Tare FE = BF, et l'arc FE, intercepté par l'angle au centre 
FAE, est la moitié de l'arc BFE intercepté par l'angle inscrit 
BCE, égal à FAE. 

Cela posé, s'il s'agit d'un angle inscrit tel que BGD, on 
tirera le diamètre GE; les angles BGE, EGD seront, d'après 
ce qui YÎent d'être prouvé, respectivement égaux aux angles 
au centre qui intercepteraient les moitiés des arcs BE, ED. 
Donc BGE 4- EGD sera égal à l'angle au centre qui inter- 
cepterait la moitié de BE + ED ou de BED. 

Si le diamè||0t}&|ia^gjb2^e l'angle BGD^ l'angle BGE Fig. 50. 
sera égal à l4ngle au centre qui comprend la moitié de l'arc 
BDE, et DCi^ à celui qui comprendrait la moitié de DE; 
donc l'angle BtD, «^cst:=à-dire BGE — DGE, sera égal à 
l'angle au centre qui intercepte la moitié de BDE — DE ou 
de BD. 

En second lieu , soit l'angle BDG formé par une tangente Fig. 51. 
DG et une corde BD. Menons le diamètre DE qui sera per- 
pendiculaire à la tangente (p. 6). Or, si Ton tire deux 
diamètres perpendiculaires ED, FH, les 4 angles autour de 
A étant égaux , les 4 arcs DF, FE , EH , HD li^ seront Donc 
l'angle droit EDG est égal à l'angle au centre qui intercepte 
le quart de circonférence, c'est-à-dire la moitié de l'arc EFD. 
On vient d'ailleurs de prouver que l'angle BDE est égal à 
l'angle au centre qui intercepte la moitié de BE; donc 
l'angle BDG est égal à l'angle au centre qui intercepte la 
moitié de l'arc BFD. 

Corollaire 1. Les anglesBj B , etc., inscrits dans le même Fig. 52. 
segment ABG , sont égaux entre eux, comme étant égaux à 
l'angle au centre qur intercepte la moitié de l'arc ADG. 
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_ Corollaire 2. Tout caigle BAC , inscrit dans un demi- 

^ê' 'cercle, est droit. Car il est égal à Tangle au centre qui in- 
tercepte la moitié d'une demi-circonférence ou un quart 
de circonférence, et Ton vient de voir que cet angle au 
centre est droit. 

PROPOSITION XXIII. 

PROBLÈME. 

Ifun point donné mener une tangente à un cercle 
donné. 

Fig. 31. Si le point donné est sur la circonférence en D, on tire 
le rayon DA , et au point D on lui mène la perpendiculaire 
BG qui sera la tangente demandée (p.^-â). 

Fig. 54. Mais si le point donné est JkQs:§, dlijC0f6Ie 3^t A ce poin t , 
DCE le cercle. Joignez le pàint A au centre Bide ce cercle , 
.et sur AB comme diamètre xiécrivez une circonférence qui 
coupera la circonférence donnée err deux points D, E; tirez 
les droites AD, AE qui seront toutes le»deux des tangentes. 
Car si l'on mène le rajon BD, l'angle BDA, inscrit dans 
le demi-cercle BDA , sera droit (p. 22, c. 2) ; donc AD, per- 
pendiculaire à l'extrémité du rayon BD, est une tangente 
(p. 6). Même raisonnement pour AE. 

Remarque 1. La ligne des centres BA, étant perpendi- 
culaire au milieu de la corde commune DE (p. 9) , il s'en* 
suit que le point A est également distant des points D et E 
(I. 1, p. 13.)p Donc les parties AD, AE sont égales. 

Fig. 55. Remarque 2. La tangente par un point extérieur peut 
encore lie construire ainsi qu'il suit : Soit A le point donné , 
DCE le cercle donnée B son centre. De ce point B avec un 
rayon double du rayon BlXdécrivez un cercle FG; du point 
A décrivez un second cercle qui passe par le centre B , et 
qui coupera le précédent en deux points F et G; joignez 
ces points au centre B par les cordes BF, BG qui coupe- 
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font le cercle donné en deux points D , E: les droites AD , 
ÂE seront les tangentes demandées. Car la corde BF, rajoii 
du cercle FG, étant double de BD, le point D sera le mi- 
lieu de cette corde, et la droite AD , menée par le centre 
du cercle FG et par ce milieu, sera perpendiculaire à la 
corde (p. 3), ou en d'autres termes, AD est perpendicu- 
laire à l'extrémité D du rayon BD; donc AD est iangeni 
au cercle DGE. , 



>K^> 



PROPOSITION XXIV. 



PROBLEME. 



' Sur une droUé donn^>^ décrire un segment capable Fig. 56. 
d'un angle donné, c'est-à-dïï« un segment tel que tout 
angle qui y aéra inscrit soit é^l à cet angle donné. 

Au point A'^d^la droite AB raitésI'angleB AD égal à l'angle 
donné G ; en ce même point A éleyez sur AD la perpendi*- 
cuîaire AO,, etvau point E, milieu de AB , tirez la ligne EO 
perpendiculaire à AB; ces deux droites AO, EO se coupe- 
ront en un point O , et si de ce point comme centre avec 
le rayon AO on décrit un cercle, on aura le segment cher- 
ché. En effet, puisque EOest perpendiculaire au milieu de 
AB, le point est également distant de A et de B; ainsi 
le cercle décrit du centre et du rayon AO passera en B. 
De plus, tout angle inscrit dans lasegment BHA est égal à 
l'angle au centre qui intercepterait la moitié de l'arc BIA 
(p. 32) ; mais AD, perpendiculaire au rayon AO, est une 
tangente; donc l'angle BAD, formé par une tangente AD 
et une corde BA (p. 22) , est aussi égal à ce même angle au 
centre ; donc tout angle inscrit dans ce segment est égal à 
l'angle BAD, qui lui-même est égala l'angle d«nné G. D«nc 
le segment BAD est capable de l'angle donné. 



^^ 
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LIVRE III. 



RAPPORTS DES ANGLES ET DES LONGUEURS, 



(Itie droite de longueur dônn^, ou litv^arc de cercle, 
peuTcnt être partagés en 2-^ 4, 8, 16, etc., ^rties égales; 
en continuant les subdivisions, os peut par^ger l'une et 
l'autre longueur en partieè^ égales aussi p$$kès qu'on vou- 
dra , en parties plus petites qtie-teHe' ligne qu'on voudra 
assigner. C'est ce qu'on exprime en disant qu'on peut par- 
tager une droite de longueur donnée en parties égales in- 
Jiniment petites, 

DÉFiNiTioff 1. Une longueur employée dans un raison- 
nement quelconque est dite infiniment petite lorsqu'au lieu 
de cette longueur-là on peut employer toute autre longueur 
quelque petite qu'elle soit par rapport aux données de la 
question. On entend de même par surface infiniment petite » 
une surface qui peut être remplacée dans le même raison- 
nement par toute autre , quelque petite qu'elle soit par 
rapport aux données. 

Quelquefois il arrive que dans tesconstructionSr certaines 
grandeurs sont tellement liées entre elles que si l'une d'elles 
est remplacée par d'autres de plus en plus petites , quelques- 
unes de celles qui lui sont subordonnées, se trouvent aussi 
remplacées par d'autres de plus en plus petites, sans que ce 
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décroissement ait une autre limite que zéro. Telles sont , par 
exemple, l'arc et sa corde; car on peut prendre dans un 
cercle donné un arc assez petit pour que la corde soit aussi 
petite qu'on voudra; c'est ce qu'on exprime en disant qu'un 
arc infiniment petit est soustendu par une corde infini- 
ment petite. 

En résumé donc, on entend par infiniment petite une 
grandeur qui , dans le même raisonnement, peut être rem- 
placée par une infinité d'autres, aussi petites qu'on vou- 
dra par rapport aux données, soit que cette substitution 
puisse s'opérer immédiatement et à volonté , soit qu'elle 
puisse être conçue comme une conséquence d'autres con- 
structions ou raisonnements. Cette définition peut elle- 
même être présentée sousia forme suivante : Une grandeur 
est infiniment pptictè* lorsqu'elle peut être rendue plus petite 
que toute grandeui^ donnée dé même nature. 

Il y a èDcore quelques expressions dont nous nous servirons pour 
donner aux raisonnements plus de concision, et que nous allons 
expliquer par des exemples tirés de l'arithmétique. 

On sait que si aux deux termes d'une fraction telle que \ on ajoute 

un méni^ nombre , la nouyelle frar4ion obtenue est plus grande 
que la première ; si sur cette nouvelle fraction on opère de même , 
on en obtient une troisième plus grande que la seconde^ et ainsi 
de suite* Cependant par cette opération seule on ne pourra jain|is ^ 

déduire de la fraction - une nouvelle fraction supérieure ni même 

égale A l'unité y puisque dans toutes ces fractions le numérateur 
sera surpassé de deux unités par le dénominateur. On peut cepen- 
dant arriver ainsi à des fractions qui différent deTunité «Aussi peu - 
que Ton voudra ; ainsi, en ajoutant un million aux deux termes, on 

a la fraction Ii222i225 q^i oe diffère de l'unité que de — ^— . Pour 

1,000,00; \^ ■•• 1,000,007 

exprimer cette propriéH d'une manière concise on est convenu de 
dire que Ton fait Marivf le numérateur et le dénominateur de la 

fraction -, ou que l'on donne des accroinem^nXi à ces deux termes; 
on est convenu encore de dire que si les deux termes de la frac- 
tion \ reçoivent des accroissements égaux , aussi grands qu*on veut. 
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la fraction l croîtra, mais que la limite de cette fraction sera lu- 

nité. On pourra faire en sorte que les fractions que l'on obtient ap- 
approcbent de Tunité d'aussi prés qu'on voudra, ou, en d'autres 

termes, on peut faire en sorte que la fraction -, en variant, yienne 

à différer infiniment peu de sa limite 1 ; mais jamais elle n'attein- 
dra cette limite. 

Dans cet énoncé on regarde donc les fractions ^ , ^, ^, etc., comme 

les yaleurs que prend une grandeur abstraite , qu'on désigne ici 
sous le nom de /Vactton variable ou simplement varia6/e« et l'on 
ajoute que dette yariable peut s'approcher indéfiniment de sa li- 
mite 1. 

DÉFINITION II. En général lorsque l'on considère plusieurs gran- 
deurs assujéties à un nom , à une définition commune, on dit quel- 
quefois que ce sont des yaleurs d'une même variable; si ces quan- 
tités , rangées par ordre de grandeur , vont en croissant ou en dé- 
croissant, mais sans dépasser, ni même atteindre une certaine va- 
leur déterminée dont elles peuvent «'afk^i^cher d'aussi prés qu'on 
veut, on dit que les valeurs de cette TariaUle ont pour (tmtte cette 
yale.ur déterminée. 

Il arrive ainsi que les démonstrations roulent sur plusieurs es- 
pèces de grandeurs : 1° les unes sont données et déterminées par la 
nature même de la question; 2° d'autres sont arbitraires et peuvent 
être rendues aussi petites qu'on yent, ou peuvent être remplacées 
chacune d'une infinité de manières par d'autres aussi petites qu'on 
veut ; 3^ d'autres enfin se composent d'une comt>inaison par addi- 
liqn.ou soustraciton d'une grandeur de la première espèce avec 
une grandeur de la seconde. 

Les grandeurs de la première espèce ne changeant pas dans le 
mérae raisonnement , on les appellera des grandeurs invariables 
finies. Celles de la seconde et de la troisième sont variables. Mais 
cj^ies de la seconde sont infiniment petites, leur limite est zéro, 
tandis quo celles de la troisième ont une limite différente de zéro ; 
OH peut les appeler des variables finies. 

Des définitions et explications précédentes il suit que : 

1° La somme ou la différence de deux infiniment petits est infini- 
ment petite. Car pour rendre la somme de deux infiniment petits 
plus petite qu'une grandeur donnée, il suffit de rendre chacun 
d'eux moindre que la moitié de celte grandeur. Il en est de même 
de la somme de trois, quatre, et en général d'un nombre donné 
d'infiniment petits. Quant à la différence de deux infiniment petits, 
elle est, en valeur absolue, moindre que le plus grand des deux; 
donc elle est infiniment petite. 
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â* Le produitd'une quantité finio^par un infiniment petit ^ mnti quê 
le produit de deux infiniment petits, est uninfiniment petit. S'il s*ag[it 
par exemple du prodait d'un infiniment petit par on nombre 100» 
et si Von demande de rendre ce produit plus petit qa*une quantHé 
donnée, il suffira de rendre cet infiniment petit moindre que la cen- 
tième partie de cette quantité donnée. Quant au produit de deux 
infiniment petits , la propriété est éTidente. 

3<> Une même grandeur variable ne saurait avoir deux limites diffé^ 
rentes. Car si la yariable est comprise entre ses deux prétendues 
limites, en s*approcbant de Tuné elle 8*éloigue de Taulre. Si elle 
est plus petite que chacune des deux , la différence qui existera 
entre cette yariable et la plus grande des deux limites sera toujours 
plus grande que la différence de ces deux limites ; donc elle ne sau- 
rait à la fois différer infiniment peu de chacune des deux. Il en sera 
de même si cette yariable est plus grande que chacune des deux 
limites. 

4^ Si a. et h diffèrent ir^niment peu de ai* et h'; 1« 2a somme a + h 
différera infiniment peu de a' -4- b' ; â« la différence a — .b de a'— b', 
et 3« le produit ab du produit a'h'. Car , 1°, a -4- 6 -* (a' -hb') est 
égal à a -4-6 — a' — 6' ou à a — a' -4-6 — 6 ; or, a — a', 6 — 6', sont, 
par hypothèse, infiniment petits ; leur somme Test donc ; 2°, a — 6 
— (a' — 6) est égal k (a-^a )— (6 — 5') , différence qui est aussi 
infiniment petite; 3<^ enfin ab — a*b' sera infiniment petit , car soit 
te , la différence entre a et a\ fi celle de b et b' , de sorte que a = 
a' -4- « , 6 = 6' -+- /3 ;^on aura ab = a'b' -+- o'j3 -+- b'» -+- a;3 ; on yoit 
donc que la différence entre ab et a'b', se composant des trois in;^ 

—^"-■'-" "— y\ 

PROPOSITION PREMIÈRE. (^ 



.^ 









THÉORÈME. / _ 

Soient a; b, c, d , etc., des variables ayant cliatunh^^eur limite A, 
B, G ,D, etc,; dans toute relation entré ces variables, polijrvu que cette 
relation soit delà forme a-+-b-f-..»=c-+-d-+-..., dh^peut rem^ 
placer les quantités variables parleurs limites, de sorte qu'on amiet 

A-4-B-+-... = C-+-D-h. ^"X. 

Car a,b,e,d , . . difféi ant infiniment peu de A , B, C , D . . . la 
somme a -f- 6 -4- . . . diffère infiniment peu de A -4- B . . . et c-4- d -+- 
de G -4- D , etc. ; donc A -+- B -i- . . . est la limite de a -4- 6 -+-... , 
cl C -f- D, etc., de c -4- d ... ; mais deux yariables égales ont des 
limites égales ( 3« ) ; donc A-+-B-+-.. .=:C-+-D-+-. 

Remarque 1. Il est clair que a,b, e,d . . . peuycnt être des pro-> 

4 
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doits de faeteors, les uns variables , les autres invariables; ce; der- 
niers se retrouvent dans A , B , C , D . . . ; les premiers y sont rem- 
pUcés par leurs limites. 

^tmar([aQ 2. La relation dont il s'agit dans l'énoncé du théorème 1 
peut être une proportion telle que a : 6 : : c : d; car de là on con- 
clut 04 = 6c , et pour les limites AD = BG , ou A : B : : C : D. 

Rtmatqnz 3. Le théorème I s'énonce encore ainsi : Onptyxi né- 
^Wq^T Vinfiniment petit à côté des quantités invariables. Pour sentir 
ndenlilé de ces deux énoncés, on n*a qu'à représenter par ee, j9, y. S; 
les difîérences influiment petites entre les variables a,h ,c , d et 
leurs limites A , B , G , D , etc., de sorte que a=A+ce,B = &-4- 
jB, elc, et la relation a-+-6-+-... = c4-<i-+-... devient 

AH-«-f-BH-/3-f-. ..rrrC-t-y-HD-HS--!- 
or, écrire A+ B + ... = G--hl> + ... comme il est démontré 
qu'on peut le faire, c'est supprimer à la fois tous les infiniment 
petits et, li, y, S-, 

Rapport dès longueurs et des angles. Op peut multiplier 
une longueur par un nombre entier. 

On conçoit aussi le quotient d'une longueur par un 
nombre entier : ainsi, on sait (l. 3, p. 12) diviser une 
droite en 2, 4, 8, etc., parties égales, c'est-à-dire la diviser 
par 2, 4, 8, etc» Quoique nous ne sachions pas encore di- 
viser une droite en 3, 5, 7, etc., parties égales, il n'en est 
pas«ipins vrai que le tiers , le cinquième, le septième d'une 
longueur sont des grandeurs qui existent. Car une longueur 
donnée p^t augmenter par degrés aussi petits qu'on veut, 
c'est-à-dire\que la longueur est une grandeur continue, 
- Fig. 57. §1 donc onisuppose qu'un point mobile parte du point A 
I pour parcoi^rir la distance AB, les distances successives 
de ce poin|inobile par rapport au point A, offriront tous 
les états de grandeur, depuis la grandeur nulle jusqu'à AB; 

^Wcrbffriront donc au^si ^, 5, ;, etc., de AB. 

D'après cela on peut aussi concevoir le produit d'une 
longueur par un nombre fractionnaire , comme ^, -, etc. 

Quant au produit d'une longueur par un nombre incom- 
mensurable tel que (/ 3, comme il y a des nombres commen 
surables qui approchent de >/ 3 d'aussi près qu'on voudra , 
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on i-^rdera A (/ 3 commecompris enlre lés prodiiils dé A 
par deux nombres commensurablesyl'im plus petil, l'autre 
plus grand que |/ 3, et différant d!aiUeurs entre eilx d'aussi 
peu qu'on voudra. 

Ce qu'on TÏentdediresur les longueurs peut s'appliquer 
aux angles. 

DÉFJ/iiTioit ///. he.n^porl de deux longueurs ou de 
deux angles est un nombre abstrait tel que le produit de 
la seconde de ces grandeurs par ce nombre est égal à la 
première. 

Remarque \. Si donc le rapport d'une ligne A avec une 
ligne B est |, c'est qu'on aura A= r B. Or, multiplier B 
par \ , c'est prendre le cinquième de B et le répeter 3 fois. 
Ainsi le rapport , supppsé commensurable , indique que si 
l'on divise (^seconde en autant de parties égales qu'il y a 
d'unités dans le dénominateur , la première en contiendra 
autant qu'il y a d'unités dans le numérateur. 

Remarque 2. Le rapport de deux grandeurs peut se dé- 
terminer toutes les fois qu'on connaît les rapports de ces 
deux grandeurs avec une troisième. Ainsi supposons que 
l'on ait deux grandeurs A et B dont les rapports avec une 
troisième G soient -^ et ~; on aura donc 

A = |xC,B = ^xCd'oîiC = îxB; 
remplaçant G par cette valeur dans A, on a 

A = |x^x B. ^ 

Le rapport de A à B est donc j X ^ ou | : ^ c'csl-S-dirc 
qu'il est ^1 au quotient des rapports de A et B avec G. 

Remarque 3. Le rapport de deux grandeurs peut encore 
élre regardé comme le quotient de la division de l'une de 
ces grandeurs par l'autre, desorte que nous pourrons nous 
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Dértwmwr #r. On enfteMl pv rinwwm §memre de 
<l«n giwdnn de noM espèœ, «M troi^^ 
<fc waÊnttsfkxse^ qui est: «nrtieMK ipp nondbre entier de 
fois dans dtaeniie des àeas. prentèrast, ce qn'on expriine 
«core eo disant «pie la commatae voxsmtt les divise toutes 
les deux. 

Si une grandeur M est une ^^nmi^tflic nesoie de deux 
grandeurs A et JB, il est dair que toute partie aliquote de 
M est aussi une compume mesure de A et B. 

Parmi toutes les communes mesures de deux grandeurs, 
il j en a nécessairement une qui est plus grande «pie les 
autres. 

DÈFtniTion r. Deux grandeurs sont dites commensu- 
rables entre elles, lorsqu'elles ont une commune mesure. 
Dans le cas contraire elles sont dftes incommensurables 
entre elles. ^ 

PROPOSITION II. 

PROBLÈME. 

TriHwer la plus grande commune mesure de deux droites 

AB, C\^f données de longueur, si toutefois elles ont une 

eomioune mesure. 

tïg^W' '^' ^*^^ porte la plus petite droite CD sur la plus grande 

\ AB autant de fois que faire se peut, il arrivera de deux 

< choses l^une: ou elle y est contenue un nombre entier de 

fois , ou bien il y aura un reste moindre que CD. Dans 

le premier cas CD serait la plus grande commune mesure 

et Topération se trouverait terminée. Supposons donc 

que le second cas soit celui qui se [Présente; admettons 

que CD soit contenu dans AB, 3 fois et qu'il y ait un 

reste B'B, moindre que CD, on aura 

AB = 2xCD + BB', 
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et je dis que la^^s grand»«4mnune m^u] 
CD sera ia même que ssAe de CD et de BB^ 

En effet la plus grande commune mesure de JQftyet 
CD, divisant^xacteoient ces deux Ugties, divisera la S( 
AB et ttfne de ses^arties 2xGl|^lle divisera donc fiussi 
l'autre BB^ Mais <^visantGD et BB' elle est une conuiiune 
mesure à ces deux lignes et ne saurait, par coiuéquent, 
surpasser leur plus grande commune mesure^Jrun autre . 
coté, la plus grande cômiiUA9^me§]2|;:^t^Cll) et BB% di- 
visant CD, divisera aussi 2 X CD ; doqc elle divise les deux 
parties 2 X CD et BB', par suite elle divisera leur sommç 
ÂB. Ainsi la plus grande commune mesure de CD et BB' 
divise AB et CD, ^ ne saurait surpasser la plus grande 
commune mesure de ces lignes. Donc la plus grande com* 
munefkesure de AB , CD et celle de CD et BB' ne peuvent 
se surpasser Tune Fautre^t sont ^ales. 

Maintenant portons BB^sur CD , et si BB' est contenu ■ 

exactement dans CD, BB' sera la plus grande commune 
mesure. Sinon, il y aura un reste que Ton portera sur BB^ 
et Ton continuera ainsi à comparer chaque reste avec le 
précédent, comme dans la recherche du plus grand com- 
mun diviseur de deux nombres. Deux cas sont possibles : ' 
ou bien on finira par trouver un reste qui sera contenu un 
nombre entier de fois dans le précédent , alors ce dernier 
reste sera la plus grande commune mesure ; ou bien l'on 
n'arrivera jamais à un reste qui soit contenu exactement et - 
sans reste dans le précédent : dès lors les deux longueurs ' 
données n'ont pas de commune mesure et sont incom- 
mensurables entre elles. 

Remarque 1. Lorsqu'on a deux arcs de même rayon-, on Fip. 58. 
peut porter le plus petit sur le plus grand au moyen de la 
corde du premier. On peut donc chercher la commune me- 
sure de deux arcs de même rayon. 

Enfin , comme on sait aussi faire un angle égal à un angle 
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donné (l*J^H^'i7 ) 1 on pouiwft^ussi cb^rt^er U-communc 
mesureJCdegx angles. 

_ , < PROPOSITION I^ 



PROBLEMIÎ. 



Fiy. 57. Trottifer la valeur exacte ou approchée du rapport de 
deux droité$;J^^ CD données de grandeur. 
1- On cherchera ia.pbift^;isui^c6minune mesure des deux 

I longueurs AB , CD. S'il y en a une , elle sera contenue un 

nombre enlier de fois dans AB et CD, ce qui détermi- 
nera le rapport de chacune de ces lignes avec la commune 
mesure, et ces deux rapports, divisés l'un par l'autre, 
donneront le rapport AB : CD, (d. 3,r. 2). 

Supposons que dans la figure le reste DD' soit contenu 
deux fois dans BB', et que B^ soit contenu 3 fois dans 
CD , outre le reste DD^ Ce dernier reste sera la commune 
mesure, laquelle sera contenue 7 fois dans CD, et comme 
d'ailleurs AB = 2CD+BBS on aura AB=2x7. DD^H- 
2DD'=l6DD',etcommeCD= 7 DD', le rapport de AB 
^ -^ àCDsera ^ (d.3,r. 2). 

Si Ton ne troi?ve pas de commune mesure, ou qu'on 
sache d'une manière quelconque qu'il n'y en a pas, on peut 
néanmoins trouver ce rapport avec tel degré d'approxima- 
tion qu'on veut, 

.* En effet, soient A et B deux lignes incommensurables ; 
divisoQS B en 2 parties égales, et supposons qu'une de ces 
parties soit contenue dans A , 5 fois avec un re^te. A sera 

R R 

]>6. - et<[]6. "5 Ainsi le rapport de A à B sera entre 

;'et -. Prenons le quart de B ; supposons que ce quart soit 

/ / contenu dans A plus de 10 fois et moins de 11 fois. Le 

/ rapport de A à B sera compris entre ^ et y ; on le con- 
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naîtra donc à moins de 7 près. ÛRlMRialiiAjDéoae B en 

8 , 16, 32, 64, etc., parU|#4PRs, et l'on pounN^trouyer 

A Jr^ 

^ à moins de g > ^> JrS » ^''^* ' P'''^^* 

De cette manièr^n assignera des longueurs conuplensu- 
râbles avec B , et omit les rapports avec cette licoè diffè- 

A. \ / 

rent de — de quantités moindres que i^ ±^ 2. jeic. 

Remarque. En générairSHfeiMi J ^ff gt ifiirs sont incom- 
mensurables entre ettes, on peut assigner une ligne A' com- 
mensurable avec B et c[ui diffère de Â d'aussi peu qu'on 
▼oudra. Car on n'a qu'à diviser B en 2 , 4 , 8 , 1 6 , etc., par- 
ties égales ; on obtiendra ainsi des parties aussi petites qu'on 
voudra , et si l'on porte une de ces parties sur À autant de 
fois qu'elle y est contenue, et qu'on néglige le reste, on aura 
la ligne A' demandée, laquelle sera commensurable avec 
B, puisqu'elle contient exactement un certain nombre de 
parties égales de B, de sorte que si B a été, par exemple, 
divisé en 512 parties égales, la 512® partie de B sera la 
commune mesure entre B et A', et cette ligne A' différera 

de A d'uqe quantité moindre cpie ^ ^e B. 

Remarque 2. Enfin tout ce qu'on vient de dire sur les 
droites, s'applique aux arcs de cercles et aux angles. 

PROPOSITION IV. 

TREORÊBIE. 

Soient deux granéeùrs A » B et deux longueurs a , b telles que si a 
ou h varie d'une mcmière continue, il en soit de même de X ou de B; 
soient de plus deux quantités c, d, qui ne changent pas lorsqu'on 
fait varier a ou b ; si toutes les fois que a et b sont commensurablei 
entre eux on a la proportion A : B : : ca : db , je dis que cette propor- 
tion aura encore lieu si a e(b ne sont pas commensurables entH eux. 



\ 




56 GÉOMÉTRIE. 

En effet saDBfiMÉsfoFSTetlyae soient pa9 commensuraUes entre 
eux ; faisoq^rarier a infinimlljjteui, de façon qu'il se change en 
a^et devienne coinmensarabletre?^)^ variera Infiniment peu et 
se chanw^a en nne quantité ^ ; on aurl^pnc , yn que Ck et b sont 
commp&urables , 

A' : B : : ca' : (i6 
et, négligeant les inflniment petits (p. 1, r.^), 

A : B : : ca : d&. 



'""^-V^gOPOgilIOW^, 



THÉORÈME. 



Ji^ Deux angles BAC, DEF^on^ dans le même rapport que 
les arcs BC, DF interceptés entre leurs côtés y et décrits de 
leurs sommets comme centres auec des rayons égaux. 

Si' les arcs BG, DF ont une commune mesure, portons- 
la sur ces deux. arcs et supposons-la contenue, par exem- 
ple, 6 fois dans BG et 3 fois dans DF; soient UyhyCydyCy f 
les points de division. En joignant ces points aux centres 
respectifs, on obtient des angles BA^, etc., tous égaux 
comme interceptant des arcs égaux dans des cercles égaux 
(1.2, p. 4). L'angle BAG en contient 6^ tandis que DEF en 
renferme 3; donc le rapport de ces deux angles est égal à 

3; mais celui des arcs >BG,DF est aussi ^, Ges deux rap- 
ports sont donc égaux et donnent la proportion BAG : DEF 
:: BG : DF. 



/ 




/ 1 Comme Tangle varie par degrés infiniment petits lorsque l'arc 
varie de cette manière , il s*ensnit (p. 4) que cette proportion sub- 
siste encore lorsque les arcs n*ont pas de commune mesure. 

Remarque 1. Rien n'empêche de supposer que l'un des 
arcs est une circonférence entière, et que l'angle correspon- 
dant est, par conséquent, égal à 4 angles droits, 

1 Voir une note à la fin de Touvrage. 
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Remarque 3. La propriété démîmMMMlMette proposi- 
tion s'exprime aussi par r^panatsuiyant : L^anjtRau centre 
a pour mesure Parc compriJkntre ies côtés , et d^Mt de son 
sommet comme cenfré ov un rayon qrbitraireS^n at- 
tache à cet énoncé lé mne sens qu'à celui de la Aop. 5. 

L'angle droit intèny^Mue quart de la circonfi^nce dé- 
crit de son sommet coome^entre, ainsi qu'oua vu dans 
le courant de la Prop.^S^^L 2, :%JSi^#'8^^nb*onyeut rap- 
porter les angles à l'angle droit coniinie mnité, il suffira de 
rapporter les arcs au quart de circonférence. 

Dans un grand nombre d'applications on prend pour 

unité ^ de la circonférence que l'on appelle degré, de sorte 

que la circonférence est supposée partagée en 360 parties 
égales; on subdivise le degré en 60 parties égales nommées 
minutes, la minute en 60 parties égales, nommées secondes, 
etc. Cette division estappeléediViVio/i sexagésimale.Vsingle 
droit a donc dans ce cas pour mesure un arc de 90 de- 
grés. Les degrés, minutes, secondes s'indiquent par les 
signes % ', ". 

Remarque 3. l^' Puisque d'après la Prop. 23, 1. 2, l'angle 
inscrit est égal à l'angle au centre qui intercepte U mâSffe iu m^ttxt 
arc, on peut dire que V angle inscrit a pour mesure la moi- 
tié de Varc compris entre ses côtés. Il en est de même de 
l'angle formé par une tangente et une corde. 

2^ Tout angle inscrit dans un segment ÂBG plus grand Fig. 52. 
qu'un demi-cercle, aura pour mesure la moitié d'un arc 
ADC, moindre que 180^, c'est-à-dire que sa mesure sera 
plus petite que 90® , et l'angle sera aigu. Au contraire , tout 
angle inscrit dans un segment ADC, plus petit qu'un demi- 
cercle , sera obtus. ÎV 

3® Dans le quadrilatère ABGD qui a ses quatre sommets 
sur la circonférence , les deux angles opposés B et D ont 
en somme pour mesure la moitié de la somme des arcs 
ADC , ABC , c'est-à-dire la moitié de la circonférence ou 



58 GioMéraiE. 

180^ Ils val^Q|(jdAM^iNlpbIe deux angl^^ droiu. Il en est 
de même d^Ksomme desll^Jes BAD , BCP. 

Fig. 78. 4« VAmÊe AOG qui a son somroewntre le centre et la circonfé- 
rence, Jfout mesuf e la demi-somflBiies arcs AC , BD interceptés 
p^r cet wîgle et son opposé au somflK'Car si Ton tire CB, Tai^^le 
AOG, ex^rieur au triangle COB est wilà I^somm^ des angles io- 
térieurs G li^B (l. 1 , p. 20, r. ); mattr ces «feux angles sont inscrits 
êl ont pour inijiure , Tun la moiti^Lée DB , Tautre celle de AG. Donc 

rangle GOp^apour^e^dna^-Âtl H- ^ DB. 

Fig. 79. 5^ L'angle O qni a son sommet hors du cercle et qui est formé par 
deux sécantes, a pour mesure la demi-différence desarc9 BP, AG » 
qu'il intercepte. En effet, menons la corde BG ; Tangle BGD, exté- 
rieur au triangle BGO, est égal à la somme des angles B et ; donc 
l'angle O est la différence des angles BGD, et B; mais ces deux 
angles sont inscrits et ont pour mesure, le premier, la moitié de 
Tare BD , le second , la moitié de AG ; donc Tangle O a pour mesure 
la moitié de BD moins la moitié de AG. 



PROPOSITION VI. 



THÉORÈME. 



Tig.BO. Si sûr un côté d'un angle on prend des parties AI, IK , 
KL , etc., aè^grandeur quelconque , mais égales entre elles ; 
que par les points I, K^ L, etc., on mène des droites pa- 
rallèles lE , KF, LG, etc., jusqu'à la rencontre de Vautre 
côté , elles détermineront sur ce côté des distances AE , EF, 
PG, etc. , égales entre elles. 

Du point I menez la droite 10 ^parallèle à EF jusqu'à la 
rencontre de KF en O; dans les deux triangles AIE , RIO 
on aura les angles lAE, KIO égauLeomme correspondants 
par rapport aux parallèles AE,^P coupées par KA; les 
angles AIE , IRO sont égaux par une raison semblable par 
rapport aux parallèles lE , RF coupées par la même sécante ; 
d'ailleurs le côté AI = IR par hypothèse; donc ces deux 
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trian^^ ont un côlé ég-j) ujjuceiit à des angles ^aux et 
sont^îiis. Onen conclut que.lecôlé ÀÉ=10; maîaJO, 
EP8ontégauX6Ctmii[ieparallèlcsenU'.e^3ralM;les(l. l,p. 19); 
(Joncau»si AE=:ËF; on dcmoiUre ilè mémiaue Ii;F= FG 
= elc. - j • j 



pROPosmoN vu. .,■,.■ 

-,-■ * "■■«■- 

THÉORÈME. 

Pour qu'âne droite Vf&toit parallèle à un côté BC d'un Fig. 6t. 
triangle ABC , il faut et il suffît qu'elle divise les deux 
autres côtés AB , AC proportionnellement. 

1° Supposons la droite DE parallèle à BG , je dis qu'on 
aura AD : DB : : AE : EG. Car si les droites AD et DB sont 
commensurables, supposons que AD : DB : : 4 : 3, c'est- 
à-dire que la commune mesure soit contenue 4 fois dans 
AD et 3 fois dans DB. Soient (E, b, c, d, e les points de di- 
vision; par ces points menons des parallèles àBC; ces droites 
af, bg... DE, etc., étant toutes parallèles, et les disUnces 
ka, ab, etc., étant t^les, les distances Af.fg, etc., seront 
aussi égales (p. 6); mais AE en contiendra 4, parce que 
AD en contient 4, et E^en comprendra 3 parce que DB 
en comprend 3. Donc AE : EC : : 4 : 3; d'ailleurs AD : DB 
:: 4:3; donc enfin AD ;DB :: ÀE : EC, d'où, componendo 
AD -H DB : DB :: AE -t- EC : EC ou AB : DB :: AG : EC- 
On trouve de même AB : AD : : AC : AE. 

Si AS et DB ne «ont pu commensurables, conineEC varie d'une 
maDiêrDCODUDueavecDB, on aura encore la même propriété (p. 4). 

, 2** Si l'on mène une droite DE' non parallèle à BC, die 
ne coup»a-pas les côtés AB , AC proportionnellement. Car 
iD«aez DB paratl^e à BC; on aura, comme on vient de 
le prouver, AD : DB :: AE : EC Or, AE est > AE, et 
E'C <CEiC; donc le rapport AB' : E C est plus grand que 
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AE : EC , et par suite aussi plus grand que le rapport A.D 
: DB. Ainsi b (]nMteJ)E' ne coupe pas les côtés AB ,'AC en 
parties propoclionneyes.,On prouTcrait de même qu'au- 
cune droite ^enée pà^ le point D, si elle n'est parallèle à 
BC , ne'^^pe AB et ACptYiportionneliement. Donc, toute 
droite qui cj)Hge_deux côtés d'un triangle en parties pro- 
portionnelles, est paiallèle au troisième côté. 
Fie.' sa Corollaire. Dès droites parallèles AA' BB', etc., déter- 
minent sur deux droites quelconques AD, A D' qu'elles 
rencontrent t des segments proportionnels, Ç»r prolongez 
AD, A'D' jusqu'à leur rencontre en un point O; la droite 
AA', parallèle au côté BB' du triangle OBR', donne 
OB:OB'::AB:A^^'. \ 
De même, dans le triangle OGC on a 
OB:OB'::BC:B'C'. 
De ces fleux proporticms on déduit , à cause du rapport 
commun , 

AB : A'B' :: BC : B'C, 
On démontre de même queBC :B'C' :: CD : CD', etc. 

PROPOSITION VIII. 



;ft Diviser une droite de longueur donnée en parties égales^ 
ou en parties proportionnelles à Ses lignes données. 
Flg. 63. 1" Supposons qu'il s'agisse de diviser la droite AB en 5 
parties ^les. Menez du point A une droite indéfinie AH 
sous un angle quelconque, et prenez-y, à partir du point 
A, une distance arbitraire qu'il faudra porter, à partir 
de ce même point A, 6 fois sur AH, et en f;énéral une 
fois de plus qu'il doit y avoir de divisions dans AB. Soient 
E, G, C les [rois derniers points ainsi obtenus sur AH; 
joignez le point C au point B par la droite GB , et proton- 
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gez celle-ci d'une quantité BD ^ale à BG ; si l'on joint le 
point D au point E, la droite DE coupera AB en un point 
F, et BF sera la cinquième partie dé AB. Car EG étant 
égal à GC et DB à BG , on, a la proportion jSG : GG : : DB 
: BC; donc (p. 7, 2«) la droite BG est parallèle à DE. 
Mais si DE ou FE est parallèle au côté BG du triangle AB6, 
c'est que' les côtés AB , AG sont coupés proportionndle- 
ment en F et E, de sorte que l'on a 

^^rS^EG :r>4B : FB. 

Or, Epr est, par ôonstruction^le cinquième de AG ; donc 
FB est aussi le cinquième de ÂB , et en portant FB encore 
4 fois sur FA, on divisera AB en 5 parties égales. 

2^ S'il faut diviser une droite AB en parties proportion- Fig. 64. 
nelles à des longueurs données a, b, c, on tire du point 
A, sous un angle arbitraire, une droite indéfinie AG sur 
laquelle on prend AD = a , DE := 6 , EF = c ; on joint le 
point F au point B, et des points E, D on mène des paral- 
lèles à FB jusqu'à la rencontre de AB ; les points de ren- 
contre H, G diviseront la droite AB de la manière deman- 
dée. Car à cause des parallèles GD , HE , BF on a ( p. 7 , c) 
AG : AD :: GH : DE :: HB : EF, ou, puisqu'on a pris AD = 
a,DE = 6etEF=c, 

AG:a::GH:6::HB:c. 
Donc la droite AB est divisée en G et H de la manière de- 
mandée. 

Remarque. Gette dernière construction peut aussi ser- 
vir à diviser la droite AB en parties égales. Pour cela on 
prend les distances AD, DE,, etc, égales entre elles et en 
même nombre que les divisions qu'on veut avoir sur AB; 
pini on achève de la même manière. , 
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PROPOSITION IX, 



•*;: . PROBLÈME. 



FIg. 65. Trouver une quatrième proportionnelle à trois lignes 
données di^h y c. 

Soit fait un angle quelcoiumeA , et soit pris AB = 
a,BC=zb, AD =:c. Si i'oriltîre Bir%tv(iue du point C on 
mène CE parallèle à BD jii^qu'à la rencontre de AD pro- 
longé, en E , la ligne DE sersr la quatrième proportionnelle 
demandée. 

Car la droite BD, parallèle à un côté GE du triangle AGE, 
divise les deux autres côtés proportionnellement (p* 7). On 
a donc 

AB : BG :: AD : DE 
ou a : b :: c : DE; 

donc DE est la ligne cherchée. 

PROPOSITION X. 

« • 

THÉORÈME. 

Fig. 06. ^^ bissectrice AD d'un angle BAG d'un triangle, dioièe 
le côté opposé GB , en deux segments GD , DB proportion^ 
nels aux côtés adjacents, de sorte que CD : DB : : AC : 
AB, et réciproquement. 

1^ Prolongeons le côté G A indéfiniment vers E, et me- 
nons du point B une droite BE parallèle à la bissectrice 
AD jusqu'à la rencontre de ce prolongement ert E, Dans le 
triangle GBE , la droite AD, parallèle au côté BE, donne 

CD:DB::GA:AE. 
Mais à cause des parallèles AD, BE coupées par la se- 
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cante CE , Tangle AEB es^ égal à CAD, moitié de CAB ; à 
cause des mêmes parallèles coupées par AB , l'angle ABE 
est égal à DAB qui est aussi moitié de CAB ; donc Fangle 
ABE =n AEB ; par suite ( L 1 , p. 6 , c. ) le triangle ABE est 
isoscèle, le côté AE est égal à AB , et si dans la proportion 
précédente on remplace AE par AB , on a CD : DB : : AC : 
AB. 

2® Suppo^sons qu'on âit^£iD : DB :: AC : AB , je dis que 
AD sera la blssectriji^râe TanglHCAB. Pour le prouver fai* 
sons la même consb*uctiQ|i qtM ci-dessus. On aura aussi 
CD : DB :: AC : AE.' Gomparaiitces deux proportions, on 
voit qu'elles ont les trois premiers termes cômmutis; donc 
le quatrième aura la même valeur, et il vient AB = AE. Le 
triangle AEB est donc isoscèle, et l'angle AEB = ABE (1. 1, 
p. 5, c.)> Mais à cause des parallèles AD^J^ l'angle CAD 
= AEB et l'angle DAB =:= ABE. Donc^s angles^ÇAD, DAp 
sont égaux . et l'angle CAB est partagé en deu;c. parties 
égales par la drqSte AD. ^ — ^ * ,'' 

Remarque, La droite jlP, bissecEPiçé ^e4'angle exté- 



rieur B AE supplémentaire de ÇfflB , détermine sur le pro- 
loj^ment de CB un p^nt F , et depx segments^]!?, BF 
la différence est u^ OojpBiffrime ceci en disant 
droite CB est divisée au- point F en deux seg- 
ioustractifs, tandis que le point D la partage en deux 
Its additifs^ c'est-à-dire en deux segments dont la 
est CB. ' 

deux segments CF , BF sont aussi proportionnels 
aux côtés CA, AB. En effet, soit mené BG parallèle à AF; 
on aura CF : BF :: CA : GA. Mais à cause des parallèles, 
l'angle AGB = EAF, l'angle ABG = FAB. Donc AGB = 
ABG et dans le triangle AGB , le côté AG sera égal à AB. 
La proportion devient tlonc CF : BF :: CA : AB. 
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En. comparant cette proportion ayec CD : DB :: GÀ • AB, on en 
tire 

GF : BF : : CD : DB. 

Gette proportion prouve que le produit de la ligne entière CF , 
par le segment moyen DB, est égal an produit des deux segments 
extrêmes GD, BF; on la nomme proportion harmonique; les 4 points 
G, Dy B, F, sont dits former un système harmonique. 

Fig. 69. DÉFINITION FI. Deux figures sont dites semblables iors- 
v^ qu'on peut les placer de façon qu'à chaque point A, B, €••. 
pris dans l'une , correspondedansl^N^re un point a,b, c..«, 
tel que les droites Aa, lit, et|p;, qui joignent ces points 
correspondants, vont com^urir en >in même point O et 
y sont divisées en segments ^|)roportionneIs, soustractifs 
pour toutes ces droites , ou additifs pour toutes, de sorte 
que OA :0a:: ÔB : Ob, etc. 

DÉFINITION VII, Lorsque les droites sont toutes divisées 
au point OjenfsegalQnts soustractifs , la similitude est dite 
directe. I)àns le cas qpntraire , elle est dite inverse. Ici on 
considérera les deux cas. 

DÉFINITION .viiû^-ik 1^01^^ se nomme centre de si- 
militude; toute droite lOeH^e pari» point est appelée rayon 
vecteur i le rapport» OA : Oa, OB : Oft, etc., se nomme 
rapport de simïlituàe^^ 

DÉFINITION IX. Dan§*tietrx' figures semblables ,/d^x 
points A, a > situés sur le même rajon vecteur défaftn 
que le rapport OA : Oa est égal au rapport de sim^ituo^î 
se nomment des points homologues. 
^ ' DÉFINITION X. Deux droites dont l'une AB pasà^j)ar 
deux points A et B , et l'autre ab par les homologues 
premiers, sont dites lignes homologues. On peut les sup- 
poser prolongées indéfiniment. Les distances AB , ab se 
nomment des dimensions homologues. 



LIYKE UI. 65 



PROPOSITION XL 

; 

THÊQBSME. 



Si dans deuxjigure^ semblables à une troisième ^ deux Fîg. 67. 
dinf^nsions homologues à une même dimension de cette 
troisième figure sont égales, ces deux premières figures 
soni égales. 

Soient A, Q^ C trois points quelconques de la troisième 
figure; a, ft^t^, leurs homologues dans la première, par rap- 
port au centre de âmilitude 0; a', b*, c', etc., les borna- 
logues de ces mêmes points A, B, G... dans la seconde 
figure p^r rapport au centre desimilitude O'; si l'on suppose 
ab égal à a'b* , je dis que les figures abc..,, a'b'& ... sont 
superposables. En effet , d'après la définition 6 , on a la pro* 
portion OB ; 06 :: OA : Oa. Ainsi la droite àb , qui coupe 
proportionnellement les côtés OB , OÀ du triangle O AB est 
(p. 7 ) parallèle au côté AB ; par une raison semblable çtfi 
est parallèle à AG : donc les angles BAC , bac qui ont leurs 
'côtés respectifs parallèles et de même sens (dans le cas de 
la similitude inverse, parallèles et fie sens contraire) , sont 
égaux. On prouvera de même que l'angle b'a*c* est égal à 
BAC« Donc bae = b'a'ct. 

•%^e.plus, si l'on mène du point a la droite ciù parallèle 
à QB jusqu'à la rencontre de AB en D , on aura dans le 
triangle ABO (p. 7) 

AB : BD :: AO : aO remplaçant BD par son égal (nb, il 
vient AB : ab : : AO : aO. 

QnademêmeAG : ae :: AO : aO, d'où, à cause du rap- 
port commun AO : aO , on aura ÂB : aft : : AG : ac. 

Par un raisonnement semblable, on établira la propor- 
tion 

AB:a'*'::AG:aV, 
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Remarquant que par hypothèse ab ^=^f>' , on reconnaît 
ique ces deux dernières proportions ont 1^ trois premiers 
termes communs, et l'on conclut que ac:=a'o'. Donc, si 
l'on superpose a*b* sur son égàhab, à cause,4e Tangle bac 
\é=.b*a*c*, le côté a'& prendra ladirectÎBiiJIê ac^ et comme 
^oc = a'& , le point d tombera en c. On verra de même que 
tout autre point de la figure afb*d. , . coïncide avec un point 
de abc. . • Donc ces deux figures sont superposables. 

Corollaire 1. Pour construire une figure semblable à une 
figure donnée ABC, etc., sur une dimension donnée ab 
homologue à AB , on peut prendre à volonté le centre de 
similitude, puisque toutes les figures ainsi obtenues sont 
superposables. 

Corollaire 2. Dans deux figures semblables, le rapport 
des dimensions homologues est constant et égal au rapport 
de similitude. Car on vient de prouver la proportion AB : 
ab : : A : Oa^ Mats AB , ab sont deux dimensions homo- 
logues (d. 10), et OA : Oa est le rapport de similitude 
(d. 8); donc, etc. 



pROPosmoN xn. 

THÉORÈME. 

Fig. 68. '^' l^^^^ points A, B , C sont sur une droite , leurs ho^ 
mologues a, b, c, par rapport à un centre de similitude 
quelconque O , sont aussi sur une droite parallèle à la 

premièrél 

En effet, d'après la définition 6, on a OA : Oa :: 0& : 
Ob, proportion qui prouve (p* 7) que ab est parallèle à 
AB; de même bc est parallèle à BG, et comme d'un point 
b on ne peut mener qu'une parallèle à AC (I. 1 , p. 14) , il 
s'ensuit que abc est une droite parallèle à AC. 
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PROPOSITION XIII. 



THEOREIHE. 



Toute figure semblable à un polygone est un second ¥ig. 69. 
polygone ayant autant de côtés que le premier» 

Soit ABCDE un polygone ; prenons un point quelconque 
O pour centre de similitude , el lirons les rayons vecteurs 
OA, OB, etc., aux sommets de ce polygone. Prenons les 
points a > b/c, d, esur ces rayons, de façon que trônait 
OA : Oa : : OB :0b :: OC : Qc, etc., et à cet effet , après avoir 
pris à volonté le point a ^ on peut mener ab parallèle à AB, 
bc parallèle à BG et ainsi de suite. D'après la proposition 
12^ les points homologues des points de AB seront tous 
surab; les homologues des points de BC seront tous sur - 
bc , etc.; donc la figuré semblable à ABCDEest un polygone 
abcde, ayant autant de côtés que le premier. 

Corollaire. Pour que deux polygones soient semblables, 
il suffit qu'on puisse les placer de façon qu'à chaque som- 
met A de l'un réponde dans l'autre un sommet a, qui soit 
homologue de A par rapport à un centre de simifitude, 
pourvu toutefois que deux sommets a, b ne déterminent 
un côté que si leurs homologues A , B en déterminent un; 
mais aussi pourvu que deux sommets a, b déterminent un 
côté si leurs homologues A , B en déterminent un. En effet, 
si ces conditions sont remplies, chaque' point K , pris sur 
le contour de l'un des polygones , aura son homologue fc 
sur le contour de l'autre, et pour trouver A*^ il suffit de 
joindre KO et de prendre l'entersection de cette droite avec 
le côté ed déterminé par les points homologues de E, D 
qui déterminent le côté sur lequel on a pris K. 

DÉFINITION XI. Dans deux polygones seïnblÎBibles les 
son^mets qui sont des points homologues se nomment des 

5. 
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sommets homologues; les angles auxquels ces points seryent 
de sommets sont nommés angles homologues; les côtés 
qui joignent des sommets homologues sont nommés côtés 
homologues , et les diagonales qui joignent des sommets 
homologues sont appelées diagonales homologues. 

PROPOSITWN XIV. 

i^iiORÂMir. 

* * • 

Deux polygones semblables ont les angles homologues 
égaux et les côtés homologues proportionnels; réciproque- 
ment» si dans deux polygones les angles sont égaux 4eux 
à deux, et si les côtés adjacents aux angles égaux 4ont 
proportionnels, ces polygones sont semblables^ 
Fig. 69. 1^ Soient A£^E, abcde deux polygones semblables, O 
un centre de. similitude. Puisque OA : Oa :: OB : 06^ le 
côté ab est parallèle à ÂB, de même bc est parallèle à BC, 
et l'angle abc est égal à ABC ; de même BCD r= bcdy CDE = 
cde, etc. Pe plus, on a prouvé (p. 11, c»2) que les dimen- 
sions homologues sont dans le rapport de similitude; donc 
les rapports AB : ab^ BG \.bc, CD : cd, etc., sont égaux , 
et par suite, les côtés homologues sont proporUonnels. 

2^ Réciproquement, soient deux polygones ABCDE, 
alib"d*d''e'' ayant les angles A = a'^ B = V'... E = e'^ 
et les côtés proportionnels, de sorte que AB : a^*b** :: BC : 
Vc'* :: etc. Je disque ces polygones sont semblables. Pour 
le prouver, supposons a"b'' <^ AB, et soit pris ab paral- 
lèle à AB et égal à a^^V* ; tirons Aa^ B6 qui se couperont 
en un point O; enfin tirons OC, OD, OEj^du point b; 
menons bc parallèle à BG, cdf à CD, de à DE; joignons aa 
qui sera ausw parallèle à AE : car à cause des parallèles on 
a OA : Oa :: OB : 06 :: etc. :: OE :.0e; les côtés OA, OE 
étant ainsi coupés proportionnellement, ae est parallèle à 
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AS (p* 7). be ^cifygdne ^Um^ Wa semblable à ÀBGDE 
(A 6); je^ qu'U cdt^l à «'/*''<î"d'V. En effet, les po- 
lygones ABCrâ, ràc€l0 étant semblables , on a Tangle a =^ 
Â; mats par hypothèse a'^ = A; donc a =:: <i^^; de même b 
= i/', <î =z ^<^, d = i''' , c = e'^ De plus, la similitude des 
mêmes polygones ABCDE^ abcde donne 

kB:ab::BC:bc. 

Maïs par hypéâièse AB/. eU^à" f. BC-: 6'V, et comme 
af'b^^ = âE6> cès^eux proportions ont les 3 premiers termes 
communs; dofA^fté = b^^t^^. On démontre de même que 
cd = c"&f\ de ^ à*fe'\ ea -==. e"a"^ î)onc les deux poly- 
gones abcde i ,ai*W&id**e'f sont égaux et superposables, et 
par suite ^^A^^e'^d'V'/ est semblable à ABGDE. 

Corollaire 1. Deux polygones semblables à un troisième 
sont semljilables emite eux. Car en comparaort chapun des 
deux premiers pdygones au troisième on voit que ces deux 
premiers polygones ont tes angles égaux deux à deux et les 
côtés proportionnels. ' 

Corollaire 3. Des proportions AB : tié :: BG : 6c :: GD : 
cd, «te. , on tire 
ÀB + BG-hCD-f-. . . : «6-f-.te + c(î + . . . :: AB : 

{tfr ::fiC v&c :: etc. 

Ainsi fe^ contours &a périmètres de deux polygones 
semblables sont entre eux comme les côtés homologués. 

PÇiOPOSITION XV. 

thiborêmeJ . 

Deux poljrgones semblables petwent se décomposer en un 
même nombre deiriangies semblables chacun à chacun et 
semUaàlement disposés. Réciproquement deux polygones 
composés d'un même nombre de triangles semblableschacun 
à chacun et semblablement disposés, sont semblables. 
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Fig. G9. Soient les poi^goaes A6GDE , abcde supposés semUabluiSf 
le centre de similitude. D'un sommet qudcoftque A raë* 
nons des diagonales aux autres sommets du polygone 
ABCDE; dans le polygone a6c(fe menons les diagonales ho- 
mologues ( d. 1 1 )• Les triangles ABC, abc sont semblables; 
car ils sont placés de façon que les droites A^> hb,Cc yon t 
concourir en O, et. y sont ditisées en s^[ments propor- 
tionnels (p. 13, c.); On reconnaît de mémequ^ le triangle 
ACD est semblaUe à ^çd, et que ADE l'e^t à ade. 

De plus les deux .systèmes de triangles sopt s^mblablçmeDt dis- 
poses, c*e8t-à-dire qq^ si d*an côté ou. coosidére deux triang^les 
ABC, ÂlCD qui oui (m côté commun , et de l'autre les triangles a&c« 
acd, semblables à cëux-lft, ces deux derniers onl aussi un cMé 
commun ; en outre , lés angles adjacents A Tune ^les extrém^^.A da 
côté commun aux deux premiers tringles sont les homologues 
respectifs de ceux qui sont adjacents à l'une des extrémités a du côté 
commun aux deux derniers; il en est de même en G et'e.'Ënfin ,-l6S 
triangles ABC, ACD se IrouVant situés de différents càtés par rap* 
port à AC , il en est de même de àbe, aod par rapport à ac. 

Réciproquement, supposons que les deux polygone^ 
ABCOE^^ àbcde soient composés d'un même nombre de 
triangles semblables chacun à chacun et semblablemeut 
disposés. Soit le triangle ABC semblable à afib*^c*\ ACD 
à a"d*d'' ^ etc. A cause des triangles semblables ABC, 
wV^i^' (p. .14), Tangle ABC sera ^al à ai'b^'d' ^ l'angle 
BCA à y*dta!\ par une raison semblable l'angle ACD = 
affdfd*'^ et l'angle total BCD sera égal à b**cf'dfi^ et ainsi 
des autres, de sorte que les deux polygones auront les 
angles égaux deux à deux. D'ailleurs les triangles sembla- 
bles donnent encore (p. 14) : 

AB : a^^b** :: BC ib^^c" :: AC : fl''c" :: CD : c''d'' ::, etc. 
Ainsi, non-seulement dans ces deux polygones les angles 
sont^aux. deux à deux, m^is encore les cotés .adjacents 
aux. angles égaux sont proportionnels. Donc (p. 14, 3^) 
ces polygones sont semblables. 

remarque t. Si les triangles semblables n'étaient pas semblable- 
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iMMl difmêéi ^ let deux poljFgones ne seraient fias Mnfbiables* Par 
exemple , «apposons tonjoors que l'angle Vc"a" = B€A , mais que 
Tangle égal à ACD n'ait pas son sommet en c" ; Tangle h'*e"d" ne 
sera pas égal à BCD. 

Bemarque 2. Dans les propositions 13, 14, 15 rien 
n'empêche de remplacer le point O par O' , et le polygone 
abcde par a'b'c'à'é qui a ses côtés respectivement paral- 
lèles et de sens contraire aux côtés correspondants dd 
ABCDE. 



PROPOSITION XVL 

THEORÈaiE. 

DevLx triangles ABC , abc sont semblables t° s'ils ont les 
ce tés proportionnels; 2^ s'ils ont un angle égal compris 
entre côtés proportionnels; 3* s'ils ont les angles égaux 
chacun à chacun. 

V" Supposons qu'on ait AB : ab :: AG : acv. BG t be. p|g ^^ 
Prenons une droite afb* égale à o^ et parallèle à AB; tirons 
ka* 9 W qui se couperont en un point O; tirons OG ; me* 
nous du point b* la droite b'c^ parallèle à BG jusqu'à la ren« 
contre de OG en c* ; joignons a'd. Les droites OA , OB , OG > 
seront coupées proportionnellement en «', é', c' (p. 7) , et 
le triangle a^fr'c' sera semblable à ABG (p* 13 , c). Donc on 
a (p. 14) 

AB : a^b^ : : AG : u'e^-. : BG : 6V, 
Mais par hypothèse AB : ab : : AG : ac : : BG : bc. 
Or, par construction ab = a*b* ; donc aussi aV = oc, 
Vc* r= bc, et lés deux triangles abc, a'b'd sont égaux 
comme ayant les trois côtés égaux chacun à chacun. Mais 
a'b'c^ est semblable à ABG; donc abc Test aussi. 

2* Supposons que l'angle a soit égal à BAG et qu*on ait 
la proportion AB : ab :: AG : ac. Ayant fait la même con- 
struction que dans le premier cas on aura AB : a^V :: AG : 
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eftfy iToè l'on eonohira que ac = ate^. De plus, l'« 
sera égal à BÀC (p. 14) , et par suite à Tangle a; donc les 
deux triangles abc y a'b'd ont un angle égal compris entre 
• côtés égaux; donc ils sont égaux. Mais alb'c' est semblable 
à ÂBC; donc abc Test aussi. 

3« Soît l'angle a = BAC, l'angle * = ABC et c z= ACB. 
Ayant encore fait la même construction, on aura dans les 
triangles semblables KBC, a^ft^o', Tangle b'a^c^=z BAjC, et 
par suite égal â a; de même Tangle a'b^ef = ft. Donc les 
deux triangles abc, a*b'c* sont égaux comme ayant un 
côté égal adjacent à des angles égaux. Mais le triangle a'b'c' 
est semblable à ABC; donc abc Test aussi. 

Remarque 1. Dans les triangles semblables les côtés ho- 
iBologues soitt^iipposés à des angles ^ux. Car le coté ab 
étiMit bomoiogue à AB, les angles a et i^adjacents kab , 
«ont ^ux à A et B adjacents à AB (p« 13); donc aussi 
les angles c, G , opposés aux côtés homologues ab, AB, 
soint ^ux. 

Remarque 2» Po«ur que deux triangles soient semblables, 
il suffit (pi'ils aient deux angles égaux chacun à cbacuo. 
Car djès lors le troisième est aussi égA de part et d'autre 
(4, 1 5 p.. 90, cl), et M triangles sont send>lables« 

. Remarque^. LapropositionpréoédenteprouYequedans 
les triangles l'égalité des angles est une suite 4e la propor* 
tionnalité des côtés et réciproquement. Il n'en est pas de 
même dans les figures de phis de trois côtés. Car pour ne 
1^ parler.que des quadrilatères, soit la .figure ABCD; si Ton 
màne à vcdonté la^lroite FB paraHèleà DG» k .quadrilatère 
ABFE aura les mêmes angles que ABCD; mais oomme le 
QOlé AB est commun et que AF est différent de DC , les co- 
tés adjacents aux angles égaux ne seront pas proportioii- 
nels. Ainsi sans changer les angles, on peut danger les 
rapports des oôtés. Déplus, si sur une droite plus petite 
ou plus grande que la diagonale DB on oonstruit deux 
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irimf^^.Vvàïé'mk célétavee BG et OC, ftmVpe de TavUre 
oâlé avec iàfi , AS, on aixni:iih seoçmd qmditkitère renfler^ 
maDt les liiàm» oôtés avec des angles difiérrats. 

Remarque A* Les trois cas de la proposition 1 6 senties CifS 
fendameittaiix de la sioûlitude des triangles Ceux que ren- 
ferme ia propositioii suivable rentrent tous les deux dant 
le 3^ des précédents, et dépendent de 4a plwilioii relative 
dcis.deiiz figiires. . > i 

PKaPOSITIQN XVIL 

THÉORÈME. 

Deux triangles sont semblables s'ils ont les côtés pa- 
raUèles ou perpendiculaires deux à deux, 

1*» Soient deux triangles ABC , A'B'C ayant le côté AB p. ^^ 
panUèle à A^B^ , AC ii AC' , BC à B'C'. Je dis quitte sont 
6e»UaUes. Cbr les angfles A >et A^ , ^i «ont les côtés .parafl- 
lèles^ sont égaux ou supplémentaires { 1. 1 , p#< 1 7 ) ; il en 
est de même de B et B^ , de G et G^ Or , si A et A^ étaient ' 
siqipiémentaireS) la somme A+ A' serait -^le à 2 droits; 
si en mâme tempsB et B^ étaientsupplëmentaires , la somme 
B -+< B' serattraussi :égaie à 2 droits; donc |a sommedes 4 
angles ÀyA^ B, B( serait égalC'à 4 droits, ce qui nesepeut 
puisque k;8omme de^tous les six angles des deux triangles 
vaut 4droits>(U .1 , |ù 20 )• Donc il estimpossiMe que deux 
angles du. triangle ABC soient finopplémeiïtaires de dei^ 
angles du triangle A^iB^G^ Ainsi, dans le triangle ABd ît y 
atont^aiiplus imangtequlpuîsseêtre supplémenteire^dW 
angle de.A^B^C'; mais si to«rulres neseadt pâs-suppiémen^ 
taires 2 à 2, ils sont égaux. Donc les triangles proposés ont 
au. meinsdsuxangles égaux chacun à diaoun; par consé- 
quent ielroisième ai^e^ est «lissi égal de part et d'auti^ 
(L 1-, p.âO, a \^\ et les deux triangles sont semblablei 

(p. 46,. a»). 
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3?. Dans le «as des jcotés . perpendiculaires la déobonalnt- 
Uon est la même^ tu que deuE: angles qui ont les côtés 
perpendiculaires , sont égaux ou supplëmenlaîres (1. 1 , 
p. 17). 

Remarque. Puisque les angles A , A' , qui ont les cotés 
parallèles , sont égaux , il s'ensuit que les cotés opposés BC, 
B'G^ qui sont aussi parallèles^ sont homologues. Ainsi, 
dans le cas des cotés parallèles y ce sont les côtés parallèles 
qui sont homologues, et dans le cas des côtés perpendicu- 
laires, ce sont les côtés perpendiculaires qui le sont. 

PROPOSITION XVIIF. 

THÉOHÈHE. 

Deux parallèles AB , ab coupées par des droites OA , OB, 
etc., qui concourent au même point O, sont divisées pro- 
portionnellement , de sorte qu'on aura AB : a6 :: BC : bc 

En eflEet , puisque abesX parallèle à AB , les deux triangles 
OAB 9 Oaby qui ont déjà un angle commun en O, ont aussi 
les deux autres angles égaux chacun à chacun, et sont 
semblables (p. 16, 3^); donc on a AB : a6 :: OB : 0&. 

Les deux triangles semblables OBG, obc donnent aussi 
BC : bc :: OB : 0^> d'où, à cause du rapport commun , 
AB : ^ :: BC : bc. Onprouye de même queBC : Ac : : CD : 
cd. Dônc'AB : eA :: BC : 6e :: CD : cd. 

La démonstration est la même dans le cas où le point O 
est entre les deux parallèles, comme cela a lieu par rapport 
à a'bi et AB. 

Corollaire. On déduit de là le moyen de résoudre le pro<- 

Fig. 74. blême de la prop. 8. S'il s'agit de dtTÎser une droite M en 

parties proportionnelles aux droites/^ k, i, sur une droite 

indéfinie prenez AB = /, BC =: *, CD = i, et sur AD dé- 
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d-ÎTcat un triangle équâtâléral AOD; portez M de O -en â et 
de O en 6> tirez ad et joignez le point O aux points B , G, 
par les droites OB 9 OC qui coupent la droite ad aux points 
6y c. Je dis que la droite ad est égale à M> et qu'dle est 
divisée eab, c, proportionnellement aux droites /; fr, ù En 
effet, puisque Oa = Od et que OA = OD, on à la propor- 
tion OA : Oa : : OD : Od, d'où l'on conclut que lès triangles 
OAD9 Cad ont un angle commun en O compris entre cô- 
tés proportionnels, et sont semblables (p. 16, 2^); mais le 
triangle OAD étant équilatéral, Oad le sera aussi; par con- 
séquent, ad est égal à aO qui a. été pris ^1 à M- Donc 
d'abord ad:=z M. En second lieu, d'après ce qu'oA vient 
de prouver, on a ab : AB :: bc : BC :: cd : CD, ou, puisque 
AB = /, BC = /r, CD = /, ab : lu bc i k ::€d: L 

m 

Donc enfin od ou M est partagé en b et c proportionnelie- 
mentà/^A*r'* 

PROPOSITION XIX. 

PROBLÈME. 

t 

f 

Sur une droite donnée ab construire un polygone sem^ 
blable à un polygone donné ABCDE , en prenant ab comme 
côté homologue d*un c6té donné AB. 

De l'une des extrémiités de AB roeno^is des diagonales 
aux sommets opposés, afin ^ décomposer le polygone ^'^ 
ABCDE en triangles. Cela pose; au point a de la. droite ab 
on fera l'angle Ka^ égal à BAC, et au poiilt b l'angle abc 
égal à ABC; le triangle abc ainsi formé sera semblable à , * 
ABC (p« 16, r.'2). Ensuite au point a de 04: on fera l'angle 
doc zn DAC^ au point c l'angle acd égal à ACD, d'où résul- 
tera le triangle adc semblable à ADC Enfin au point a de 
ad on fera l'angle ead = EAD, au point d l'angle eda =: 
EDA, ce qui donnera le triangle eda semblable à EDA. Le 
polygone abcde sera semblable à ABCDE : car ces deux 
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à cbiBcun, et AunhladDitaQaot.djqpioiés (pw 1^ ). 

Jiemarque 1. Si an lieu de donner aux triangles abc » oed , ade uoa 
-dfspôflîtioB semblable à «aile des triangles ABC, A€D» ADE, on 
A^nfa^t av^im é^ard A eeUe «onAiiioo» onlroiiive^it plus d'im |io- 
J^gpne. Car ^*abord an lien de Cwe au poinl à de la droite lae Tanf le 
dcm = BAC,' et au point c l'angle cucd ;= ACD, supposons qu*on 
faste an point à Tangle oed* — - CAD et^' au point oTangle d^ac = 
-jUjD ; le triangte acd^ «cra t cntilalile à ADC , et !•• deox quadrila- 
tères ABCD, abod\ qupiqoe composés de triangles aemblables , u$ 
sont pas semblables ; parce que ces triangles ne sont pas semblable- 
menft disposés. En second lieu , au lieu de prendre dans le nouyeau 
:lrt«iigie le «6téi àc€<Mttm«^o«DeiQgn« diicèté AC 4q triangle ACD» 
pu pB^ COAStraire sur àe coipme bomcdogoto (te AD un! Uiangle 
semblable k ACD» ce<qui peat«ncore se /aire de deux manières. Pre- 
nant de même ae comme bomôlogue de CD , on aura encore deux 
triangles. On aura donc -de la sorte 6 quadrilstères composés de 
iriapi^s sendilables à cottx doBt se oompoie ABCD ; encore a-!t«n 
placé les triangles construits sur ae, de Fautre côté de cetto ligne , 
par rapport à ahc^ comme Hseux qui sont construits sur AC. Si on 
les plaçait aussi du même côté de ae , on aurait 12 quadrilatères. 
Enfin si Von opère sur4i6 lét sur btr comme on a fait sur ae » on trou- 
vera encore 12 triangles additifs et 12 triangles soustraetifs. On 
aura donc iB quadrilatères coiHpoBés de^triangles additifs sem- 
blables è ceux dont se compose AfiCD, et 18 autres composés de 
pareils triangles sonstràotifs. Faisons abstraction d^ ces derniers , 
et prenons l'un des quadrilatères delà première espèce, par exem- 
ple àbcd» pour acbever le pentagone. Sur cbacun des 4 côtés de 
abed on pourra placer six triangles- additif semblables à ÀBE , ce 
^Hl formera 24peiiiagonesoompeaés4e triangles semblables à ceux 
de ABCDE. Chacun des 18 quadrilatères en donnant autant, on aura 
en tout 18. '24 pentagones d^snt un &eul a ses triangles disposés 
eomrae ABGdE; cf est Celui-là seul qui est semblable A ce dernier. 
Si le polygone AfiCDG arait n côtés « le nombre ïes polygones c ons 
trjiits sur ab homologue de AB serait 18. 24. 30. X (an — 6 ). 

Bemarque % La définition des figures js'einUaUes four- 
nit ausfii un me^en de faine , txsr iune droite donnée de gran- 
deur , Un polygêne semblable à un polygone donné. 
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PROPOSmON XX. 



Si àa sommet de Fm^âroUk^umiritm^ redamghwig. 7C. 
ABC on mène une perpendiculaire AD sur ITijpothénagr 
BC: 

1* Le triangle ABC sera dieoanpoêi en deux triangles 
semblables entre eux et au triangle total ABC; If 

2^ Chaque côté de l'angle droit sera moyen proportion- 
nel entre Vhypothénmse entière et le segment adjacent; 

3® La perpendiculaire AD sera mojreime proportionndle 
entre les deux segments. 

Eq effet, 1* les triangles BAC, BAD sont rectangles, l'un 
en A , l'autre en D ; ils ont TangleB Goranuin : donc letroi- 
sième angle C de l'un est ^1 au troisième angle BAD de %C 
l'autre, et les deux triangles sont semblables (p. 16, 3®)« 
De même, les triangles ABC, ADC sont rectangles, ont 
l'angle C commun ; par conséquent l'angle B du premier est 
égal à l'angle CAD du second, et les deux triangles sont 
semblables. Ainsi les trois triangles ABC , ADC, BAC sont 
semblables. 

2'' Les triangles ABC, ADC, étant semblables, auront les 
cotés bomologues proportionnds (p. 14). Or, le côté BC 
du triangle BAC et le côté BA du triangle BAD sont oppo- 
sés aux angles droits et sont, par conséipient, homologues 
(p. 16, r. 1). De même BA du triangle BAC est imposé à 
l'angle G , BD du triangle BDA l'est à l'angle BAD qui est 
égal à C; donc ces deux côtés sont homologues, et l'on a 
la proportion BC : BA :: BA : BD. 

De même les triangles BAC, DAC donnent la proportion 
BC : AC :: AC : CD. 
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• 

Ainsi chaque côté de l'angle droit est moyen proportion- 
nel entre lliypothénuse et le segment adjacent. . 

3^ Dans les triangles semblables BAD , DAC , les côtés 
BD, DA du premier sont homologues aux côtés DA, DC 
du second; car BD et DA, dans le premier, sont opposés 
aux angles ]3 AD, B , et DA , DC du second le sont aux angles 
C, CAD respectivement ^ux à cem-lk Donc BD : DA : : 
DA:DC, 

Et la perpendiculaire DA est moyenne proportionnelle 
entre les deux segmenta BD , DG de Hijpothénusie. 



PROPOSITION XXI. 

PROBtèlOS. 

j Troui^er une mojrenne proportionnelle entre deux lignes 

*p a , b données de longueur. 

Sur une droite indéfinie BE prenez BD qg;al à a et DG 
Fif . 77. ^gj^j ^ ^^ gyp 3(] eomme diamètre décrivez une demî-cîr- 

conférence; au point D élevez sur BC une perpendiculaire 
DA jusqu'à la rencontre de la demi-circonférence en A : 
DA sera la moyenne proportionnelle demandée. Car si l'on 
tire AB, AC, Pangle BAC, inscrit dans un demi-cercle, est 
droit (I. 3, p. 33, c. 3); donc, dans le triangle rectangle 
BAC, la perpendiculaire DA est moyenne proportionnelle 
entre BD et DC ( p. 30 , 3^), c'est-à-dire entre a et 6. 

Remarque. Gomme AB est aussi moyenne proportion- 
nelle entre BC et BD (p. 30, 3^)$ on peut dire V que la 
perpendiculaire AD abaissée d* un point delà circonférence 
sur un diamètre BC est moyenne proportionnelle entre les 
deux segments BD , DC de ce diamètre ; 3^ que la corde AB 
est moyenne proportionnelle entre le diamètre BC et le 
segment adjacent BD. 
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^ PROPOSITION xxir. 

~ TBÉORÂIIE. 

}•]. Les segmenU de deux cordes AB, CD, qui se coupent Fif. 78. 
: drille le cercle, sont réciproquement proportionnels , de 
.iOrtequ'onaAO:OC::OD:OB. ^^ 4' 

En effet, si l'on tire AD, B€^M^ deux triangles AOD, 
COB.auront les angles en O ^u^^omme opposés au* som- 
met; les angles D et B sçw'^^ux comme ayant pour me- 
^ sûre la moitié du même arc AG (p.£, c. 2); donc ces deux 
triangles sont semblables (p. 16, 3"*) , et les côtés homolo- 
gués donnent la proportion demandée AO : OC :: GÙ : OB 

Coronaire 1. Réciproquement si Ton a la proportion AO : GO : : 
• OD : OB, les 4 points À , B, G , B , seront sur une circonférence de 
cercle. En effet, par les trois points À, B, G , faisons passer une 
circonférence ; si elle ne passait point par D , elle couperait la 
droite GD en on antre point 1)^ et d'après ce qu'on Tient de prouTer 
on aurait AO • OG : ^ OD' :: OB; mais par hypothèse on a AO : OG 
: : OD : OB. Ges deux proportions prouvent que OD = OD', ce qui 
est impossible y à moins que le point D' ne se confonde avec D. 



PROPOSITION XXIII. 

THÉORÈME. 

Si-d^ un point O pris hors d^un cercle on mène deux se- Fif. 79. 
contes, les segments comptés du point O, sont réciproque- 
ment proportionnels, de sorte qu'on a OA : OC : : OD : OB. 

Car si Ton tire BC, AD, les triangles AOD, BOC aui*ont 
Tangle O commun, l'angle D égal à B parce qu'ils ont pour 
mesure la moitié du même arc AC; donc ces triangles sont 
semblables, et les cotés homologues donnent OA : OC :: 
OD : OB. 
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Hetnarque 1. La réciproque est vraie el se démontre comme celle 
de la proposition 22.. 

Bemarqtie 9. Les proposilions 22 et 23 peuvent être toutes deux 
comprises dans Ténoncé suivant : Toute circonférenee qui rencontre 
deux droites eoneourantet, le» coupe de façon que lit segments de Vune 
des droites sont réciproquement proportionnels à ceux de Vautre, ces 
segments étant pris à partir du point de concours, 

jReuMTf^ueS. La proposltloii swvanle peol éif9,oomïèéf^ comme 
un cas p«riici4iwde ^«29% e» suppotaïaque aut. ra9e^4«4 s^antea 
les deux points d'intersectiom se fépnissenk ea un seul , de fafioa 
qu*elle devienne tangente. 



PROPOSITION XXIV. 



TBÉORièHE. 

Fig. BO. Si d^un même point O^pris Hors d'un cercle, on mène 
une tangente et une sécante , la tangente OA est moyenne 
proportionnelle entre les segments OB^ OC de la sécante, 
tous ces segments étant comptés dupoinè^O. 

Tirez AB, AC : les deux triangles OAB, OAC auront l'angle 
commun; l'angle OAB du premier triangle étant formé 
par une tangente OA et une corde AB, a pour mesure la 
moitié de l'arc AB compris entre ses côtés (p. 5, r. 2); 
l'angle C du second triangle a la même mesure. Donc ces 
deux triangles sont semblables et leurs côtés homologues 
donnent la proportion demandée OG : OA :: OA : OB. 

Corollaire. Si Ton a la proportion OC: OA :: OA OB, les points 
B et G étant d*iittenrt situés du môme cdté du point , lacirooiifé- 
renoe menée par les trois points A , B , C , touchera la droite OA 
en \, Car si elle ne touchait pas A, elle aurait avec OA un second 
point commun; soit A' ce point; tes droites OC, OA seraient des 
sécantes, et Ton aurait ( p. 23) OG : OA :: OA' : OB; mais par hypo- 
tfiése on a OC : OA : : OA :^ OB , et la comparaison de ces deux pro- 
portions exige qu'on ait OA' = OA. Donc le point A' se confond 
avec A, et la droite OA, ne pouvant avoir deux points communs 
avec la circonférence , est nécessairement une tangente. 
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PROPOSITION XXV. 



PROBLÈME. 



Diviser une droite AB donnée de longueur en moyenne Fif . 8i. 
et extrême raison, c'est-à-dire en deux segments tels que le 
plus grand soit moyen proportionnel entre le plus petit 
et la ligne entière. 

A Tune des extrémités B de AB élevez à cette droite une 
perpendiculaire BC égale à la moitié de AB ; du point G 
comme centre, et du rayon CB décrivez une circonférence, 
joignez AG, et soit D le point où cette droite coupe la cir« 
conférence; prenez AF ^al à AD, et la droite AB sera di- 
visée au point F de la manière demandée'. 

En effet, AB, qui est perpendiculaire à l'extrémité B du 
rayon BG, est une tangente (1. 2, p. 6), et si l'on prolonge 
AC jusqu'à la circonférence en E, on aura , d'après la pro« 
position précédente, 

AE : AB :: AB : AD ou : AF, 
de là AE — AB : AB :: AB — AF : AF. 

Mais AB, étant double de BG, sera égal à DE qui est 
aussi double deBG; donc AE — ABest la même chose qiie 
AE — DE ou AD ou AF; en second lieu AB — ^ AF est la 
même chose que FB; donc la proportion précédente de- 
vient 

AF : AB :: FB : AF,et, intervertissant, 
AB:AF::AF:FB. 

Ainsi le plus grand segment AF est moyen proportion- 
nel entre le plus petit FB et la ligne entière AB. / 
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PROPOSITIOI^ XXVI. 

» 

THÉORÈME. 

t\%. 82. Si Von dwise le rayon OA d'un cercle en moyenne et 
extrême raison, le plus grand segment OB soustendra la 
dixième partie de la circonférence. 

Prenons la corde AG égale à BO. Puisque le rayon OA 
~ est divisé en moyenne et extrême raison en B, on a AO r 
BO :: BO : BA; remplaçant ici BO par son égal AC, on 
aura AO : AC :: AC : BA. Ainsi les cotés AO, AC du trian* 
gle OAC sont proportionnels aux cotés AC, AB du trian- 
gle ABC; de plus l'angle compris entre ces côtés est le 
noème de part et d'autre; donc ces deux triangles sont sem- 
blables (p. 16, 2^), et ont les côtés proportionnels, de 
éorte qu'on peut écrire AO : AC : : CO ; BC. Mais AO =. 
CO, donc aussi BC ::r: AC, et comme AC a été fait égal à 
BO, les deux triangles ABC, BOC sont isoscèles. 

Cela posé, l'angle ABC, extérieur au triangle BOC, est 
égal à la somme des angles intérieurs opposés , en C et en 
O (1. 1 , p. 20, r.); et comme le triangle BOC est isoscèle, 
l'angle en C est égal à O, et l'angle ABC est double de l'angle 
0. L'angle BAC est d'ailleurs égal à ABC; donc BAC = 2 x 
0, et son égal ACO aussi est = 2 X O. On en conclut que 
BAC+ ACO-+-0= 2x0 + 2x0 + 0=6 fois l'angle 
O, et puisque ces trois angles valent aussi ensemble 2 
droits , l'angle sera la cinquième partie de 2 droits , c'est- 

à<lire sera ^ ou — d'un droit, ou le dixième de 4 droits. Par 

conséquent l'arc AC sera le dixième de la circonférence 
,^ (p..6> 

Corollaire. On saura donc diviser la circonférence en 
10 parties égales. Soit pris l'arc AC = AC, l'arc CAC sera 
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le cinquième de la drconrérene^. En divisant l'arc AC eti S, 
4 , S , etc. , parties égales , on pourra diviser la circonférentîe 
en 5 , 10 , 20 , 40 , 80 , elc. , parties égales. 

PROPOSITION XXVII. 

THEOREME. 

Le rayon sousl^end la sixième partie de la circonférence,, ^^S^* ^- 
Soit la corde DE égale au rayon, et soient menés les rayons 
OD , 0E« Le triangle DOE est équitatéral ; par coosëqiieqt 
il a ses trois angles égaux (I. 2, d. 9), et comme leiit 

somme est égale à deux droits, chacun d'eux sera égal à ~ 
ou I d'un angle droit. Ainsi l'angle DOE sera aussi | d'un 

droit ou ^ de 4 droits» Donc l'arc DE est le sixième de la 

circonféreoce. 

Corollaire 1 » On saura àomc diviser la circonférence en 6 

parties égales ; la somme de deux de ces parties sera ^ de la 

circonférence; si , au contraire, on divise chaque sixième 
en 2, 4 , 8, 16, etc., parties égales , on divisera la circonfé- 
rence en 1 2 , 24 , 48 , 96 , etc. , parties égales. 

Corollaire 2. Si l'on prend l'arc AÇ' égal à ~ et l^arc AF 
égal à g de la circonférence, l'arc G F sera ^ — iz^^ i — 
^ = 5^ = ;^, de sorte qu'on saura aussi diviser la circonfé- 
rence en 15, 30 > 60, 120, etc., parties égales. 

JRemarqué 1. P^ur diviser la circonférence en 4 parties Fig. 83. 
égales, on a déjà dit antérieurement qu'il suffit de tirer 
deusrdiamètres perpendiculaires entre eux, tels que AB, CD; 
ainsi on saura diviser la circonférence en 4, 8, 16, etc., 
parties égales. 

Rémarqwe 9. Comme on sait diviser ta circtyivfêrence en 3 par- 
ties'égalea^oiisait aaMÎ diviser la m«iiié ^ le quart , le buKiéme, elc.^ 

6. 
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et tous leur» muUiplei en 3 parties égalet, de sorte 40e k ein 

étant deux nombres entiers, et G la circonférence, Vexpression 

générale de Tare qae Ton sait, d'après cela, diviser en 3 parties 

k C 
égales est -^^ . On sait aussi diviser ce même arc en 5 parties égales. 

Enfln, comme on sait diviser la circonférence en 15 parties égales, 
on saura aussi : 1* diviser en 3 parties égales le 5% le 10«, etc., et 

toos leurs multiples, c'est-à-dire Tare g^r * ^ diviser en 5 par- 
ties égales le tiers, le G<, le 12^, etc., et leurs multiples, c*est-â- 

k G 
direTare o-ô** Chacune de ces divisions se fait an moyen d'un 

nombre déterminé de ligues droites et d'arcs de cercle ; c*esl ce 
qu'on appelle une opération giomHrique , an contraire du Idtonne- 
menl qui consiste en essais successifs dont on ne peut fixer le 
nombre à priori. 

DÉFINITION XII. Un polygone dont les cotés sont égaux 
entre eux, e&\A\\.équilatércd, On appelle polygone équian- 
gle celui qui a les angles égaux entre eux. 

DÉFINITION XIII. Un polygone qui est à la fois équilaté- 
ral et équiangle , est 2i^^\é polygone régulier. Le triangle 
équilatéral et le carré sont des polygones réguliers. 

DÉFINITION XI r. Un polygone est dit inscrit h un cercle 
lorsqu'il a tous ses sommets sur la circonférence; le cercle 
est alors dit circonscrit ^au polygone* 

DÉFINITION xr. Un polygone est dit circonscrit à un 
cercle lorsque tous ses cotés sont tangents à la circonfé- 
rence, et ce cercle est dans ce cas dit inscrit au polygone. 



PROPOSITION XXVIII. 



THÉORÈME. 



Pour inscrire un polygone régulier dans une circonfé- 
rence, il suffit de la diviser en parties égales et de tirer 
les cordes des arcs ainsi obtenus; et pour circonscrire un 
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polygone r^ulier, il suffit de mener des tangentes oust 
points où la circonférence est divisée en parties égides. 

1^ Soit la GÎrconrérence AO divisée en parties égales aux Fig. 83. 
points A, E, C, F, etc.; soient joints ces points par les 
cordes AE, EC, etc.; je dis que le polygone AECF, etc., 
sera régulier. Car d'abord les arcs étant égaux, les cordes 
AE, EC, etc., sont égales, et le polygone est équilatéral. 
En second lieu Tangle AEC a pour mesure la moitié de 
Tare GBDA , l'angle EGF a pour mesure la moitié de l'arc 
FGHE; mais ces deux arcs sont égaux comme composés 
d'un même nombre de parues ég^les ; donc les angles sont 
aussi égaux; il en est dé même de tous les autres angles dû 
polygonal qui est, pair conséquent, équiangle aussi bien 
qu'équilatéral. Donc il est régulier* 

2^ Soient encore les arcs égaux AB, BC, etc.; aux points F«g- 84. 
de division A, B, G.;, menons les tangentes GH, HI, etc»; 
le polygone GHIKLM sera régulier. Pour le prouver, joignes 
le centre O aux -points de contact F, A, B; faites tourner 
le quadrilatère AOBH autour de AO ; la droite AH pren- 
dra la direction dé AG , puisque les angles en A sont droits 
(I. 2, p. 6); les angles AOB, AOF sont égaux comme in- 
terceptant les arcs égaux AB, AF (L 2, p. 4); ainsi la droite 
OB^tombera sur- OF et le point B eh F; comme d'ailleurs 
les ianglesenB et F sont droits, BH prendra la direction de 
FG, et les deux quadrilatères coïncideront. De là on cdn- 
dura d'abord que l'angle H = G, et comme on peut de 
même prouver que G = M =L= etc., il s'énsutt que le po- 
lygone est équiangle. Ensuite l'égalité des mêmes quadrila- 
tères montre que AH = AG, c'est-à-dire que AH est la 
moitié de GH, et l'on prouve de même que BH est la moi- 
tié de HI. Or, je dis que AH = BH, Gar tire* OH; les 
deux triangles AOH , HOB "ont le c6té OH commun , le coté 
AO = OB, et l'angle opposé au plus grand coté OH égal, 
comme droit de part et d'autre; donc ils sont égaux (I. 2, 
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p. 19, c*)9et AH2=Bil;parsuiteGH =: UUcliKnoMBavaol 
leurs nioitîés égales. P«r k même raison HI ::=: K :=: èlc. 
Donc le polygone est aussi éijuiiatéral , et par sifile il est 
régnlier. 

PROPOSITION XXIX. 

THEORE^ 

A tout polygone régtdkr on peut circonscrire et in- 
eerire un cercle* 
Fig. 85. V* Soient ÂB, BC, CD, etc. , plusieurs côtés consécutifs 
d'un polygone relier; par ks trois sommets A, B, C frites 
passer une «âroonférenoe (1. 3, p. 13 ) ^ je dis qu'eUe pas- 
sera aussi par le sommet D. En effiet, soit O le cûatire de 
celle circonférence; tirez les rayons AO , BO » CO et joignez 
(H>. Les deux triangles AOB, BOC seront égaux comme 
^ant les trois côtés égaux chacun à chacun, puisque AO f 
BO, GO sont des rayons d'un même cercle, et que AB = 
BC comme côtés d'un même polygone régulier ; ces deux 
triangles étant d'ailleurs isoscèles, il s'ensuit que les 4 an^es 
OAB , OBA, OBG, OCB sont égaux. VLm les angles ABC, 
BCD sont aussi égaux, puisque le polygone est régulier ; si 
desic du premier on retranche OBA, et du second son égal 
0GB, les restes OBG, OCD seront ^ux , et les deux trian- 
gles OBG , OCD aunHït un angle égal compris entre côtés 
^iix, savoir, l'angle OBG :=: OCD, le côté OG := OB comme 
rayons, le e6té CB =^ CD coitune côtés d'un polygone ré- 
gulier* Donc aussi OD = OC , et le cetde décrit du point 
O ayec le tayonDB passera aussi en D. On prouve de même 
qu'il paarsera par les autres sommets du polygone. Donc il 
sera cireofiscrit au polygone* 

t"" par rapport au carde circousGrit, les côtés du poly- 
gone sont des cordes ^les; d<»ic dles sont paiement 
éloignées du c<»tre ( l. 2, p» 4), de sorte que si du centre 
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on abaiésé sur ieA'côïéA les pcqiendkfukiires QG, OF^ 01, 
etc., ces perpendiculaires sont.^teâ, ei le. cercle décrit du 
point O avec le rfltjron OG pàéscni pair les 0stréiirilé8<yvFv 
I, etc., de ces perpendiculaires, points qui sont en même 
temps les milieux des cordes (1. 3, p* 3); de plus, ce cercle 
sera tangent , en ces points , à ces mêmes cordes (1. 2, p« 6 ). 
Donc il sera inscrit au polygone. 

Remarque 1. Le centre commun du cercle circonscrit et 
du ôerde inscrit est appelé r^At^è du poifj^cme. Les amples n\ 
AOB, BOC, etc«^ tousi^l^aincYfidnoamieàt aif^fhsduoèkireft 
On trouve Tangle au centre d'un polygone en divisant 4 
droits on 3fi0® par le nombre des cètés du pofygonew 

Remàtqm 3. ifr'après le$ propositkms 36 , 37 « 38 et leim 
coràlIaEÎresi oïl ^vra hiterire et circonseri^ à toute dr^ 
confifarende» lèé 4 sàries de polygones rëguli^ suivants ? 

l^" 1^ polygones de 3, 6, 19, 34 , 48, ete., dotés. 

»> de 4, 8, 16,33,64,<itc. ' 

3<' de 5^ 10,30,40, 80, etc. 

A^ detâ,30^60,eici 

Rerfiàrqhe 3. On troiite Tafigle d'un polygone régttfier 
( non pas Tàngleau centre) en divisant la somme dès sfnglé^ 
par len<^fiibfe des côtés. Si dêut p6lygones régulière oiit 
même nombre de côtés, la seœme des an^es est lÂ ili^iat 
(I. 1 , p. 31 ); par ranséquent, lo» angles sont :égàinfc de 
part et d'autre. De plu^, on peut dire qiie les côtés sont 
proportionnels ; car si l'on forme une série de rapports dont 
les antécédents soient les côtés de Tun des polygones , et 
les conséquents ceux de l'autre, ces rapports seront égaux. 
Ainsi (p- 14) deu^ pùlygôties fégaliers, qui uni même 
nombre de côtés , sont semblables. 

Soit nie nombredescôtésd'unpolygonerégalier; enprenanU'an 
gJe droit pour unité , on aura f^our la somiBe de» angles a ( n — 2), 

et la valeur dé chaque angle sera ~ =^.-* * 
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DÂFiNiTion XVI. Le rayon du cercle circonscrit à un po- 
lygone r^iulier, est appelé rayon du polygone; celui du 
cercle inscrit est appelé apothème du polygone. 

PROPOSITION XXX. 

^ THÊORÂHE. 

yU Les contours ou périmètres de deux polygones réguliers 

V semblables sont entre eux comme les rayons y et comme les 

apothèmes, 
Fig. 80 . i^ ^ç^j^ polygones ayant même nombre de côtés , l'angle 
au centre sera le même de part et d'autre (p. 29, r. 1 ). 
Plaçons l'un de ces angles dans l'autre; soit ÂB le côté de 
l'un des polygones , ab celui dé l'autre, ÀCB l'angle ^u 
centre. P uisque l es rayons AG , BC sont égaux , que les 
rayons aC7 C6 le sont, on peut écrire la proportion AC : 
aC :: BÇ : bCj d'où Ton conclut que a6 est parallèle à AB 
(p. 7); si donc du point G on mène GD perpendiculaire 
à AB, les parallèles donnent la proportion (p. 7) AG : aC 
:: GD : Cd; les triangles semblables (p. 16, 2') ABC, abC 
donnent aussi AG : aC :: AB : ab. D'un autre côté, noip- 
mant P, p, les périmètres des deux polygones, on a (p. 1 4 , 
c 2) P : p:: AB: ab; donc à cause des rapports com^ 
muns , P : /> :: AG : aG :: GD : Cd, 
mais AG , aC sont les rayons , GD, Cd les apothèmes ; donc 
etc. 

PROPOSITION XXXI. 

THÉORÈME. 

ToiM let cercles sont âeifgwret temblablet, les centres sont des points 
homologues , et les rayora des dimensions homologues; réciproque- 
meDt toute figure semblable à un cercle 4St un cerc'e. 
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Sment deux cercles extérieurs run i Tautre et de rayons diffé«- Fi?* 87. 
rents; Â , a, les centres. Tirons Ao, menons an rayon quelconque 
AB et le diamètre 56' parallèle à AB; joignez B5, Bd^ ces droites 
coopèrent la droite Aa en denx points , Oi , qui seront des centres 
de similitude. En effet , quant au point O , les triangles ABO , ùbO 
ont. les angles égaux et sont semblables (p. 16, 3"); ainsi on a AB: 
ah : : AO': aO. En outre joigne^le point O à un point quelconque 
C pris sur la circonférence AB; cette droite OC coupera la circon- 
férence àb en deux points , dont Ton ,e, donnera la proportion OC ! 
Oc :: AB : ofr. Pour le prouver il suffit de montrer que les rayons 
AG , ne sont j^arallèles. Or , si ae n'était pas- parallèle à AC , suppo- 
sons que acMe soit; tirezCc' et prolongez-le jusqu'à la ligne des 
centres en O'. Les triangles semblables ACO^ a&O* donneront 

AC :ac':: AO':aO', 
d'où AC — ac' : ae' '• : AO' — aO' : aO'. 

Mais la proportion AB - ab'' AO • aO donne aussi 

AB — a6 : ab : : AO — aO -■ aO, 
et comme AO' — aO' = Aa de même que AO ^ uO ; on Condut que 
aO/ = aOf ce qui est impossible à moins que uc' ne se confonde 
ayec ac. Donc ac est parallèle à AC, et Ton a AC : ac : • CO : cO , 
et puisque AB • ab '' AO : aO , on a 

CO :cO::AO :oO. 

Donc à tout poinl C pris sur circonférence AB , répond sur circon- 
férence ab, un pointe tel que la droite Ce passe en.O et y est cou- 
pée en deux segments donf le rapport est constant ; donc les deux 
circonférences sont semblables et le point O est un centre de simi- 
litude ( d. 6 ). On prouvera la même chose pour O^ . En outre, les 
triangles ABO , âbO donnent 

AO : aO : : BO : 60 :: AB : ab . 

donc les centres A , a sont des points homologues , et les rayons 
AB , àb des dimensions homologues (d. 7 et suiv.). 

Réciproquement toute figure semblable à un cercle est un cercle, pjg^ gg. 
Car, soit un cercle OA; prenons le centre O pour centre de similir 
tade , et après avoir tiré les rayons arbitraires OA , OB, OC , etc., 
prenons à volonté sur OA , ou sur son prolongement ,. le point a 
comme homologue de A ; pour avoir les homologues b,c, «le, des 
points B, C...., il faut les déterminer par le moyen des proportions 
OA : Oa :: OB : 06 :: OC ; Oc, etc. ; or, comme OA = OB = OC, 
on aura aussi Oa =: 06 = Oc. Doue les points a,b,c'» etc., sont à 
égalesdistances du point 0, et par suite, la figure obc, semblable à 
ABC, est une circonférence de cercle.. 

Corollaire. Les tangentes communes à denx .cercles passent les Fig. 87. 
unesiin point O, les outres au point O,. Car soit Bd une tangente 
commune ; menons les rayons de contact AD, ad; ils seront per- 
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pèdMcalalret à ctelle tani^ente , et par tnite palrallélei eàitm mt , 
«• qoi iftoiKr« qii« la df oite Dd passe en O. Les tangentes eMé-' 
rieares telles qae IM passent donc au centre de similitude directe O, 
tandis qne les tanf enles Inlérienres comme Es passent an centre 
de similtlnde tnyerse O, , comme en pent le démentrerk On raeon- 
nattra d*aprés cela qn*en ne pent jamais mener pins de 4 tanf^imtes 
eooMiiines à éenx cercles , et que pour les obtenir il ânfflt de m^ 
ner des deux centres de similitude des tangentes à Vun des cercles. 
8i les cercles se touchent on se oonpent, il y a moins de 4 langnnles 
emnmnnes. Il pent même se faire qu*il n'y en ait aucunes 

Itemar^tis 1. Si deux cercle^ se touchent extérieurement, le 
point de contact est le centre de similitude inverse ; s*ils se touchent 
intéri e ur esn e nt, le point de contact est le centre de similitude di- 
recte. Deux cercles concentriques ont leurs centres de similitude 
confondus ayec le centre commun. Deux cercles égaux non con- 
centriques, de même que denx polygones égaux non superposés, 
n*ont Jamais de centre de similitude directe ; les rayons yecteurs 
deTienhent dans ce cas paraUéles« 
Fig. 88. JBemnrgtia i. Deux arcs semblables AB , ab, répondent i dès 
angles an centre éeaux , et réciproquement. 

DÉFINITION xFii. On entend par ligne courbe ou con- 
tour convexe y totft contour qui ne peut être ooupé en 
plus de deux points par une droite indéfinie. La circonfé- 
rence du cercle est une ligne convexe. 



PROPOSITION XXXIL 



THtORèHE. 



Toute ligne qui enveloppe un contour polygonal con- 
vexe est plus longue que la ligne enveloppée. 
Fig. 89. Il y a deux cas : 1^ Les deux lignes AGE, ÂBGDE se ter- 
minent à deux points communs A, E. Tire2 AB , et prenant 
dans le contour intérieur le second c6i:é à partir du points 
E, prolongez-k jusqu'au contour extérieur en I; prolon- 
gez de même les suivante , s'il y en a , j compris Payant- 
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dmvMT BC qu'ti faudra prolonger dans les deux siens. Gria 
Tait on aura DE < DI + HB. 

CD + DI <CH + HI. 
FB + BC + CH<FGH. 
AB<AF-+-FB. 
Ajoutant toutes ces inégalités membre à membre et re- 
tranchant de part et d'autre les parties ootnmsnes Dl , €H, 
FB, on aura 

Contour ABGDE < AFGIE. 
^ Les deux contours ABGDEA, IFGHI sont fermés sans Fir* 90< 
avoir des points communs. Prolongez un coté AB du con- 
tour intérieur jusqu'à sa rencontre avec le contour extérieur 
en H et F. D'après le premier c^s on aura 

AE + ED -H DC H- CB < AH 4- HGF + FB. 
D'ailleurs HF ou AB+AH + FB < HIF; 
ajoutant ces deux inégalités et retranchant départ et d'autre 
les parties communes AH, BF, on a 

AE + ED + DC + CB + AB < HGF + HIF, 
ou contour ABCDEA < HGFIH. 

Remarque 1. Si le contour intérieur n'était pas convexe, 
on ne pourrait plus prouver qu'il est plus petit que l'autre. 
Remarque 2. Ce théorème étant vrai quelque petits et 
nombreux que soient les côtés du polygone intérieur^ on 
peut aussi l'admettre dans le cas où ce polygone serait rem- 
placé par une courbe cctfivexe. 

PROPOSITION XXXIIL 

THÉORÈME. 

£,adfff6r»fic9 entre une cireonféremte eî le périntiitré d^vm polygone 

régulier à côté$ infiniment petits^ inscrit ou cireomtfU, est in/hU-- 
ment petite. 

Soit II le rayon eu cercle ; tnscrirez-y on polygone régpilier it^ 

' niièsimat (e*eM.<*à«dire à cèfeés rafiniaieitt peltts); toUp le përimétra» r 
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oe périmètre est donc comprise entre ces deux-là, et puis- 
que les circonférences sont proportionnelles à leurs rayons, 
on conclura que le rayon de cette troisième circonférence 
est cpmpris entre les rayons des deux premières , c'est-à- 
dire entre le rayon et Fapothème du polygone. 

Actuellement, prenons un carré dont le côté soit une 
Fig. 93. unité de longueur; le périmètre sera 4; cherchons le rayon 
de la circonférence isopérimètre (c'est-à-dire de même lon- 
gueur). Le centre de ce carré est à l'intersection O de ses 
diagonales; le rayon sera doncAO, moitié de la diagonale, 
et l'apothème sera la perpendiculaire 01 abaissée du centre 

sur un côté AB. Or, 01 est moitié de IH ou BC qui est 

1 ; donc 01 = ;. Quant à AO , qui est un côté de l'angle 

droit du triangle rectangle AOB (I. 1, p. 23 , r. 3®), il est 
moyen proportionnel entre AB et AI (p. 20, 2®); ainsi AO 
= \/ÀB X AI = \/ 1 X ^ = \/I. Le rayon du cercle îso- 

périmètre avec le carré est donc compris entre l et \yi. 
Mais si dans les formules du problème précédent on rem- 
place r par '-elR par vl, on aura pour r. et H l'apothème 

et le rayon de l'octogone régulier isopérimètre; A et R, 
différeront moins que r et R , et le rayon de la circonférence 
est encore compris entre ces lignes r. et /{,. Au moyen de 
l'octogone , on trouvera le rayon et l'apothème du polygone 
régulier de 16 cotés; on continuera ainsi » et Ton trouvera 
que le rayon et l'apothème du polygone r%ulier de 16384 
côtés sont tous les deu3(% jusqu'à la septième décimale, re- 
présen tés par 0>6366 1 96 ; par conséquent, le rayon de la cir- 
conférence isopérim^trei. lequel est compris entre ces deux 
lignes , est aussi » au ^sopli^c ordre près « «gml à œ nombre. 
On divisera donc ia circx^nftH'ciicc 4 par le douUe de ce 
nombre, ou, oe qui revi<Mit au UK^tnc^ on divisera 2 par ce 
nombre 0,6366196» el l\>u tr^>u^^^ .1 =r 3^l41o9 4- etc. 
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Trois questions se présentent ici : 1<> pour avoir % avec une ap^ 
proximation déterminée , jasqn*à quelle approximation faut-il cal- 
culer le rayon dn cercle , rayon que nous désignerons par f ; 2» com- 
bien faot-il calcaler de rayons ** , f ^ > f* » A, t etc., poar aroir p 

aTec cette approximation-là; 3* enfin, avec quelle approximation 
faut-il en conséquence calculer les premiers rayons et apothèmes. 
1<> Soit a la valeur approchée de p , p la différence , on aura p = 

2' 2 
La valeur exacte qç «est - ou - , celle que Ton calcule est 

2 2 2 2 

- ; l'erreur est donc - — ^ . ^ = - . ^ ^,v , quantité moindre 

2 I 

qae — ^. Le premier apothème r est 7 ou 0, 5, le quatrième, ainsi 

que tons les suivants, est pifus grand que 0,636, comme le calcul 

2 A 
le montre ; donc l'erreur est à fortiori moindre que ^— , par 

0, 686' 

conséquent moindre qiie 5 p. Telle serait la limite de l'approxima- 

2 
tion si l'on prenait exactement - ; mais on réduit cette quantité en 

décimales , et pour être certain du sens de l'approximation , on doit 

2 
la calculer en plus, de même que — est déjà approché en plus; soit 

2 

9 le quotient de - jusqu'à un certain ordre, p' la partie négligée, 

2 2 

de sorte que -=g— p';ona- — »<5p 

ou g — p' — ïr<5p etg— »<5p-4-p'. 

1 1 

Si l'on calcule p à moins de -~ de sorte que p < — - il est inutile 

de pousser le cacul de q plus loin qu'à l'ordre y. Admettons que p' 

1 6 

soit aussi inoindre que — - , il s'ensuit que g — » sera < — . Si avec 

cela le dernier chiffre de q est égal ou supérieur à 6 , on pourra le 

1 

sopprimer, et on aura v à moins de — - — ; car si Ton a , par exem- 

pie, g = 3,14159267 à — z. près, on aura g — «< — /5r>g — 

40 !0 

^ ou > 3,14159261 et çr < 3,14159267; ainsi à fortioH -%• > 
10 

3,1415926 et < 3,1415927; . . . donc les 7 premières décimales 

sont bonnes et le résultat est approché en moins. Mais si le dernier 

7 
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cbiflH était moindre que 6 on n'aurait que y — 2 bona chiffres. 
Bft effet, Bopposona que Ton ait 9^ = 9 et 9 = 3yl4l50fl554 il Tien- 
dra v < 3,141d9SM54 et « > 344159iW45; et tout ce qu'on {leut 
eenolare c'est « < 344159266 et > 3,14159264, on en négligeant 
encore on chiffre % < 3,1415927 et > 3,1415926. Si donc on tient 
i ce que tous les chiffres conseryés soient bons , on yoit que f étant 

calculé i moins de — r , ' aura >^ — 1 , ou , au moins ,y ^2 bons 

10^ 
chifflres, «au/* la mm où le chiffre de rang y étant < 6, celui de 

rang ^ — 2 serait un zéro. Car si Ton a, je suppose, à — r prés, 

un nombre m < 1,40034, on aurait m > 1,39028; on aurait bien m 
> 1,399; mais on ne saurait conclure m < 1,400. Dans ce cas il 
faut pousser le calcul au moins jusqu'au 3* ohiflîre à la suite du 
dernier zéro. Un premier point établi, c'est donc qu'en calculant f 

à moins de ^ on est généralement certain d'ayoir v avec y — 2 
10^ 

bons chiffres décimaux. Si l'on calcule le quotient - en plus à 

1 

moins de —z , selon que le dernier chiffre sera ou ne sera pas plus 

lO"^ 
grand que 5, on conservera , dans le premier cas, le chiffre de rang 
y — 1, et dans le second seulement celui de rang >" — 2. 

2* Resteà trouyer p à moins de — r • Supposons que Ton prenne un 

10^ 
apothème r^ tel que /» =: r^ + «, « étant une petite fraction , et que 

Ton calcule r à moins d'ane autre fraction «' : soit a la yaleor cal- 

D 

culée , de façon que r^ = o -4- «*', d'où ^ = a -h « -4- «' ; il faudra 

que « -^ «' soit moindre que — , condition que l'on pent remplir 

10'' 

de bien des manières. Pour rester dans les fk-actions décimales , on 

5 
n*a qu'à supposer « , ainsi que «', < _. ^ , et Ton aura « -^ «' < 

Iw 

i 



- ^ . wuis « , ou ^ — r est < il — r , il suffit donc de poser d*n- 
bord Jl — r < ^. . , puis de calculer la yaleur de r amst à 



M 
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de mdme ^ - r < ^< ""^ < ~- 

U — r 

et en général ^„ "- **„ < — ;i- • 

Comme R = j/i = - l/â7el qne |/2 = 1,42 -^ etc., on a 
«- r < i (1,43 - 1)< 0,21, et «. - r. < ^'^ 



4* 

4" lO' 



On posera donc jp < y^ - , ou 4" > -g lo'^ 



^ y— l-hlog21 — log5 r — 0,375 

paisn> i —2-- ^-S— n>^— --^- — 

log 4 ' ' 0,602 

Si Ton pose ^ — 2 = ft, on saura que pour avoir % avec ik chiP- 

fres décimaux e^^cts, il suffit d*aller jusqu^à r^ , n étant déterminé 

par la formule n> ■ q^^ — ' 

5 5 

On calculera la râleur âer h moins de — ^rr- = — ^-r-r en moins. 

3<* Voyons enfin- comment il faut calculer les premiers rayons 

'5 '^ 

pour ayolr r à moins de — r-=-r . Soient r. , R deux de nos quan- 

tilés calculées chacune à moins de x; soient 6, les valeurs en 

. 10^ 
plus, e, E les erreurs ; on a dope r. = b — a« II. =;: H -r £« de plus 

e et £ , chacun , < — z. Cherchons Vinfluence de ces erreurs sur 

10^ 

les valeurs de r ..,7?.. .Onar . =^i'*'^' = It^-J ^t^^ ; 

Terreur serait ^ "^ ; mais si le dernier chiffre de b + 1? est im- 
pair, on aura une nouvelle erreur, inférieure à une demi-unité de 



Vordre f, et la limite totale sera <«- 



E 11 



2 ^2 y 
10 

Représentons par c la valeur de r^^ ^ ainsi calculée , parV Ter* 
rcur ; la valeur exacte de r. . serait e — e\ celle de i? . . =ss 

l/^j . r ^ ^ serait {/(B — E) (c — a'), tandis que Ton calculera 

à — r présJa quantité {/fl e. De là une erreur E't moindre que 

7. 
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la partie irrationnelle se transforme en . > y • 

qoantité moindre que ^ y , de sorte qa*on a 

OU, en supposant e. Es •'» E' exprimés en unités décimales de 
Tordre^ ^ 

Or , en poussant le calcul jusqu'aux centièmes , on trouve 
r = 0,6 R > 0,70 et < 0,71 

r^ > 0,60 et < 0,61 H^ < 0,65 et < 0,66 

r^ > 0,62 , < 0,63 R^ > 0,64 et < 0,65. 

Tons les rayons et apothèmes suivants sont compris entre 0,63 et 
0,64. Nommons maintenant e^ , E^, les erreurs sur r« R; a, . £, . 

les erreurs sur r,Ry etc., erreurs prises en valeur absolue, et 

calculées en unités décimales de Tordre ^, on trouvera , en mettant 
au dénominateur de E' les limites inférieures et au numérateur les 
limites supérieures, en place des quantités e ,E,R» etc. 

e = ^o < * 

14-1 714-61 ' 

e <!_TJ 4-1 = 2 Et < ^ y = 4- 1< 2.03 

• 2 21/60x70 

1-4-2.03 . ^ 66X2,024-63X2,03 

e <^-:+^-Hi<2,02;E < . 4-K 3,08 

2 - ' » 2 1/63 X 62 

65X3,05-^64X3,08 
6, < 3,05 JE, < ,y 4- 1< 4,14 

^ ' ^ 2 1/64 X 63 

A partir d'ici on remplacera Z? et c par 0,64, /t. etr^^ ^ par 0,63, 
ce qui donae E' < C2l±|>iL* + 1 o» < ClLt^IB h- .; et 
Ton trouvera que ce n*est qu'à e^ et U que les limites des erreurs 

surpassent 10 uuités décimales de Tordre ^, de sorte que e et E^ 

10 
sont chacun plus petits que • — j. On trouve de même que c^^, £ . 

10 
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sont moindres que — z, et cette loi se soutiendra éyidemmenl au 

delà^ de sorte que e . sera moindre que — r — . 

D'après cela une fois qu'on aura déterminé n par la formule don- 
née plus haut, n > — ttvï/s — <>" svS » on examinera 

0,O(l2S OU2 

entre quels termes de la série 0, 9, 9x2, 9X3, .... tombe ce nom- 
bre n, c'est-à-dire qu'on prendra d de façon que 9 X d soit le terme 
de cette série, qui est égal ou immédiatement supérieur à fi. Dés 

lors le premier rayon R étant calculé à moins de — x , le 9^ Test à 

10 20 30 

moins de — y, le 18' à moins de — -z, le 27' à moins de — v, le 

lo' lo'^ 10^ 

rayon de rang 9 X d Test à moins de — ^ ou de ■ ^ > ; il en est de 

5 
même de r .et de r„. Mais r. doit être calculé à moins de — rn ! 
9« • ■ 10* 

* __ 

A ' d — 5 d — *0* ' . , 

donc on posera — r — ^ - , . , ou - ~~ — «.4. , . Si d ne 

16*""* *^ ^ *® 

surpasse pas 5 , on pourra fiire ^" — 1= ik4-3ou^=:fc+4; 

si dne surpasse pas 10 , on fera ^ — l=5*-*-4,©u^5=*-*-5, etc.: 

et on n'oubliera pas que toutes les diyisions par 2 , toutes les extrac* 

lions de racine carrée sont censées poussées jusqu'au chiffre de 

rang ^à droite de la virgule , chiffre qui est pris en plus. 

Supposons qu'il s'agisse d'avoir w avec 8 décimales, on aura 

— 9725 
jk = 8, n ^^^ 9 ou n = 17. On ira donc Jusqu'à r , et comme 

17 tombe entre9.et 2.9, on fera<i = 2,^= ^+4=12. On 
calculera donc tons les rayons et apothèmes avec 12 décimales ; 
on prendra le quotient de 2 par la valeur de r _ jusqu'au 10' chiffre 

en plus, après avoir pris r en moins, et si dans ce quotient le 

'^ 1 

10< chiffre est > 5 , en le négligeant on aura « à moins de — , si- 

i 
non on l'a à moins de — en moins ^ 

10« 

* DiriinTioN xriii. Une droite qui coupe d'une manière quelconque 

d'autres droites est appelée %ra/MV9T»ale par rapport â ces droites. 
^ Voyez à la fin de l'ouvrage une note sur la racine carrée. 
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PROPOSITION XXXVII. 

THéORillE. 

Fig. 94 xoute tratuvertàls X'C^ qui rencontre lei troU eâêét d^^man^^ 
et 95. y détermine tix tegments tels ^ue le produit de troit de eet iegmef»U , 
non consêcutift est égal au produit de» trois autres , et Von aura 

AC . 5A' . CB' = BC' . CA' , AB'. 
Par le point A meuez AD parallèle à BG jusqu'à la transversale 
en D. Les triangles semblaMesB'DA , B'À'C donnent 

AB' : AD : : CB' : CA' d'où AD X CB' = CA' X AB'. 
Les triangles semblables ADC , BG'A' donnent aussi 

AC : BC : : AD : BA', d'où AC X BA' = AD X BC. 
BluUipliant cette égalité et la précédente membre à ittembre , et 
svpprimantle facteur AD commun ata deux inèml^e» te rftsoKtf, 
on a AC. BA'. CB' = BC. CA'. AB'. 

Cfsrollaire, Réciproquement si trois points pris en nombre pair sur 
les côtés d'un triangle et en nomhre impair swr leurs prolongements 
déterminent sur ces mémeà côtés six segments , dont trois, non consé- 
cutifs , forment un prodtUt égal à eeHui des trois autres , ces troispoints 
sont en ligne droite. 

Supposons qu'on ait AC.BA'.GB' == BC.GAVAB'. Si le point A' 
n'est IMS en ligne droite arec B' et €' , sflplloëtfns que A'^ 1ê Mil. 
On auraH aussi A€^BA".GB' = BG'.€A".AB' ; diTiiHiit œs déox 

BA' CA' * • • 

égalités membre à membre , on a g^, = ^^7 » égalité impos- 
sible. 
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PROPOSITION XXXVIII. 

Si trois figures inégcUes mair semblables ont kurs dimensions homo* 
logues parallèles et de même sens, les trois centres de similitude sont 
sur une ligne droite; il en est dé ihène si Vune des figures a ses di- 
mensions de sens contraire à eeUes des deux autres. Cette droite se 
nomme Vaxe de similitude dtrsets si ies 3 centres sont des centres 
de similitude directe ; dans le cas contraire on la nomme axe de 
similitude inverse. 
Fig. 96. V Soient AB, A'B', A"B" trois dimfensio'iite homologuas, pkrsl- 
léles et de même sens ; si Ton joint AA', BB', l'initeriection O'' de 
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ces droites sera aa centre de similitude directe ; on tronrera de 
même les deux antres 0,0^ Les triangles semblables ABO'', 
A'B'O" donnent la proportion 

AO^ __ AB 

A'O'f A'B' 

A/'O' A"ll" 
de même AO'B, A".:'B" donnent ^j^ = ^~ 

enan de A'OB', A"OB", on tire A^ = ^,. 

Si on multiplie ces 3 égalités membre à membre, le produit des 
seconds membres se réduit à 1 , et Ton a 

AO^^ A^^O^ A'O _ . 
A'0'''1RF*A"0^ 
ou AO".A"0'.A'0 = A'0".AO'.A''0. 

Ainsi, dans le triangle AA'A'', les 3 points O , O', O'^ situés sur 
les prolongcnients des côtés , y déterminent six segments tels que 
le produit de trois segments non consécutifs est égal au produit des 
trois autres. Donc O , O', O" sotA en ligne droite. 

iS» Dans le cas de la figure 97 ^ O , O' sont des centres de simi- 
litude inverse situés par conséquent sur les côtés mêmes du trian- 
gle'AA'A''^ O" est nn centre de similitude directe situé sur le pro- 
longement ^uncôté. En raisonnant comme dans le premier cas , on 
prouvera qçe ces trois points sont en ligne droite. 

CoroUa<re 1 . Rien n'empêche de supposer que dans cliacone des 
deux figures 96, 97, les trois points A, A', A", sont les centres de 
trois cercles, et AB, A'B', À'^B'', des rayons; par conséquent si Ton Fig« 98» 
considère trois cercles inégaux avec leurs six centres de similitude 
Ô, O^ O", Q, Q/, Q", on reconnàtfra que le% trois centres de si" 
militude directe O, O', 0'^ sont en ligne droite, et que chacun de 
ces trois centres est en ligne droite arec deux centres de similitude 
inyerse. Les trois cercles ont donc 4 axes de similitude , dont Tun 
OO'O'^se nomme l'axe de similitude directe, les trois autres sont 
appelés axes de similitude inverse. 

Corollaire^, Si un cercle en touche deux autres de la même ma- 
nière , les deux points de contact sont des centres de similitude 
directs tons les deux, ou inverses tons les deux (p. 31, r. 1); ces 
deux points de contact sont donc en ligne droite avec le centre de 
similitude directe des deux cercles. D,e même si un cercfe en touche 
deux autres de diflérentes manières, tes points de contact sont en 
ligne droite arec le centre de similitude inverse. 

Remarque. Trois polygones réguliers semblables qui ont leurs oôlte 
en nombre pair, et sont placés de façon qu*ils aient les côtés paral- 
lèles , on aussi quatre axes de sioïilitud^. 
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PROPOSITION XXXIX. 

THÉORÈME. 

Fig. 00 Les droites AO, BO , GO , qui joignent les trois sommets d'un trian- 

et 100. 9^ ^^^ à ^^ même point O du plan de ce triangles déterminent sur 

les côtés s ou sur leurs prolongwnents , six segments » dont trois > non 

eonséeutifs , forment un produit constant. , 

Ea effet, dans le triangle AA'C la transversale BB' donne (p. 38) 

AB'. CB . A'O = CB'. BA '. AO. 
Dans le triangle AA'B la transversale GC donne de même 

GA'. BC. AO = CB. AC. AO. 
Bloltipliant ces deux égalités membre à membre et supprimant de 
part et d'autre les facteurs communs CB, A'O , AO , on a 

AB'. CA. BC = CB'. BA'. AC. 
Corollaire 1. Réciproquement Si trois points pris en nombre im- 
pair sur les côtés d'un triangle et en nombre pair suf leurs prolonge- 
ments, y déterminent six segments qui jouis serU delà propriété pré- 
cédente, les droites qui joignent ces points aux sommets opposés se 
coupmt toutes les trois en un même point. 

Cette réciproque se démontre à peu près comme celle de la Pro- 
position 38, en supposant que la droite AA'-ne passe pas à Vinter- 
section des deui autres. 
Fiir. ICI . Corollaire 2. Les trois hauteurs d'un triangle se coupent au même 
point. Soient AA', BB', CC ces trois hauteurs; les deux triangles 
rectangles ABA', BCC' ont Tangle en B commun f sont semblables 
9t donnent 

« BA^ _ BA 

BC "^ BC 
Les triangles BAB', CAC donnent aussi 

AC __ AC 
AB' ~ BÂ 
Enfin , les triangles ACA^ BGB' donnent 

CB* _ CB 
CA' ^ AC" 
Multipliant ces trois égalités membre à membre , on trouve 

BA^ AC CB'_ 
BC '^ îff ^ C17 "" 
on BA' X AC X CB' = BC X AB' X CA'. 
Comme d*ailleurs les trois points A'» B', C sont nécessairement en 
nombre impair sur les côtés et en nombre pair sur leurs prolonge- 
ments, il s*ensnit que A A', BB', CC se coupent en un point. 
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CoroUaire 3. Les 3 droite! qui joignent let sommets d'un triangle pig, 102. 
aux points où les côtés opposés sont touchés par Vun quelconque des 
4 cercles tangents aux trois côtés ^ se coupent au même point (1. 2, 
p. 21 ). Car , soient A', B', G' les points de contact de Tan de ces 
cercles; on aura (I. 2, p. 23, r. 1) BA' = BC', AC = AB', CB'=CA', 
d'où BA'. AG^ GB' = BG . AB^ GA', ce qui proure que les trois 
droites A A', BB', GG^ se coupent en nn point. Même raisonnement 
pour les trois autres cercles. 



PROPOSITION XL. 

THÉORèME. 

« 

Si Von mine à volonté une paraUêle G'B' à wn côté BG d'un triangle „. .^ 
ABG , et g»'on4pigne les extrémités de ce côté aux points C, B' dé-- ^' 
terminés sur les côtés opposés ou sur leurs prolongements, les droites 
ainsi tracées se couperont sur celle qui joint le sommet A au milieu 
X' de ce mime côté BG. 

En effet , puisque B G' est parallèle à BG , on a 

AB':B'G ::AG':G'B, 
d'où AB' X G'B = BG X AG'. 

D'aiUeurs GA' = BA'. 

HultipUant , on a AB' X G'B X GA' = B'G X AG' X BA'. 
Et , en yertn do cor. 1 de la prop. 39 , les trois droites A A', BB', 
GG', se coupent en an point. 

Corollaire 1. Si le point B' est pris au milieu de AG , le point G' 
sera aussi le milieu de AB, et par conséquent Ie« droite! quijoi" 
gnent les sommets d'un triangle aux milieux des côtés opposés, se 
coupent en un point, 

CoroUaire 1. Pour mener par un point G' une parallèle GB, on peut 
prendre sur BG deux longueurs égales à Yolonté, BA' et A'G, joindre 
BG' et prendre sur cette droite an point arbitraire A qu'on joindra 
aux points A' et G ; tirer GG' qui coupera AA' en un point ; si 
l'on lire BO et qa'on prolongejnsqa-à AG en B' , la droite G'B' 
sera parallèle à GB. Gar si on mène par G' une parallèle à BG , elle 
coupe AG en un point tel que la droite qui joint ce point au point 
B passe en O. Donc B'G' est cette parallèle. 

Kemarqtte. La prop. 40 peut être regardée comme comprise dans 
lasuiyante. 
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PROPOSITION XU. 



THEOREBIE* 

Fig. Î04. ^ ^^ P^^^ P*^ ^f* ^0 P^f^ ^'^^ ^^S^^ B^G <m in^n« à volonté 
deux tranêvenaUi OC , OG , ^*<mjoiffM les poinU éTinterseetion de 
eee tramverealet et des côtés de Vangle par des droites BG, FG qui se 
couperont en un point I , le lieu du point I sera une droite qui passera 
au point A ; el toute droite menée paît te point sera divisée harmo- 
niqitemmt par les trois droites BA » lÀ , CA, ou par leurs prolonger 
ments. 

En effet , dans le triangle FAG,U tranflyersale OC donne (p. 37} 
entre les six segments 

AC . 6d.ï*B = CG. FO. ÉA. 
Batà» le même triadgle , les droites menées du poiiit i ant trois 
sommets A , F» G, déterminent six tiegmenfs, qni donnent (p. 8^ 

GG . HF . BA = A€ . GH . FB. 
Multipliant ces égalités membre à membre^ et supprimant les fac- 
teurs communs AG , FB, CG, BA , ou a 

GO.HF = GH.FO. 
Ainsi la droite OG est dirisée en t" et H , ^e façon que le produit 
de la ligne entière par le segment mo^en est égal au produit des 
segments extrêmes» ce qui forme la diyîsioû liarmonique (1. 3, 

p. I0,r.). 

Gela posé, menons une troisième transversale OG', Joignons 
F€' , GB^ tirons AI' ; où démoiitrèra de même que la droite Al' 
déterUinre sur FG un point qui fournit également avec G « F , O 
Ulie proportion harmonique. Or , je dfs que le poiàt H est te »éttl 
qui , situé entre F et G , jouisse de cette propriété ; car si pour un 
dutre point H' on avait la même propriété 

GO.H'F==GH'.FO; 
en divisant cette égalité par la piréeédente , on aurait 

H'F GH' 
HF^'GH 

B'F ' rirt^ 

égalité impossible, puisque -g» est < i , tandis 4»^ ^ > 1. 

Il est donc prouvé que la droite AI' passe en H ; donc les points 
I, l'y etc. , sont sur une ligne droite qui passe en A. 

Reste à vérifier la même propriété pour les prolongcnients de 
BA, G A. Or, soit une droite OL coupant ces prolongements; joi- 
gnant MB' y LG' qui se rencontrent en un point I", on prouvera que 
la droite AI" coupe harmoniquement OL en K et OG' en H" ; mais 
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AI prolongé coupe ansêf OC de cette manière; donc Al' e«l.le pro- 
longement de AI; donc les prolongements des droites 9A» lA» 
CA coopent harmoniqoement les transyersales menées dn point O. 
Il est évident qoe si Von mène une nonyeile transTersale OP snr œe 
prolongements y et qu'on tire NL, MP qui se oonpent en I'", il est 
éyident, dis-je, qoe AI'^' conperaanssî OL harmoniqnemeiit , qne 
AI'^ passe ainsi en K et se confond ayec AI \ Donc, enfin tons Hê 
points 1,1', I^' , V'\ etc. , sont snrnne seule et même droite. 

En 'second lien> on a prouvé que toute droite OP, OG # etc. , me- 
née du point 0> est coupée hormoniqnement par les trois droites 
OA, OI9 OG pr<aongées indéfiniment. 

* DÂFitiiTtoN XIX* Le point est nommé le pMé de la droite AI par 
rapport à Tangle BAC > et AI oit appelée la poMre du point O par 
rapport an mémo angle^ 

* DÂFiittvioH XX, On appelle fùiiema hofrmwniqvté le système de 
4 droites qui, partant d'un même point, divisent harmoniqneSMnt 
tonte transversale qui les oonpe. 



PROPOSmON XUL 



TBÉOREIB* 

La droite OA 9u<;otnl le pôle O em $4>mmetrdê ratipld« formé a^0û Fig« 104. 
U$ deuX;eàUe et la poMre «ti ^faieceau harmonique. 

Il estrpronvé que tonte droite menée du pôle O, estditisée licr« 
moniqnement iiar les 4 rayons du faiscean ; quant à une Iransrer* 
sale quelconque 0^, on poorra loi mener, par le. point O , me 
parallèle OG , et l'on aura A cause desparalUÀes CP*lfi ) 

Of:0¥i:fh:VH::hg: HG •'• og : OG. 
d'oà of • FH 22; OF . fh eihg. 0G = HG . op. 

multipliant, on a o/« hg. F0. OG ;=.0F. HG. fh. og. 

Mais OG étant diyiséharmooiquement, on a FH. OG = OF. HG; 
on peut donc supprimer ces deux produits, et Ton àof.hgsis fh» og, 
ce qui montre que la droite og est divisée barmoniquement par les 
4 rayons qui partent du point A. 

CbroUairs. Ilsuitdes 2 théorèmes précédents que : 

1® Chaque point de la droite indéfinie AO est un pôle de AI par 
rapport à l'angle BAC; car la polaire du point 0, pris sur AO, 
doit diviser barmoniquement la droite og; elle se confond donc 
avec AH; 

Sl« Chaque pointde AI est le pôle de AO par rapport à l'angle BAC ; 
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car d'ilD point I , pris sur AI, menons deux transversales BG , CF ; 
joignons les points où elles coupent les côtés de l'angle , par les 
droites CB , OF ; ces droites prolongées se couperont sur la polaire 
du point I (p. 41 ); donc AO est cette polaire ; 

3* Chaque point de AG est le pôle de AB par rapport à Fangle 
OAI; car si d'un point G , pris sur A€, on mène une transversale 
GO, la polaire du point G doit couper GO harmoniquement entre 
H etO ( p. 41 ) ; mais AB coupe OG de cette manière. Donc chaque 
point G de AG est le pôle de AB ; 

4® Ghaque point de AB est le pôle de AG , propriété que Ton prou- 
vera comme- on a fait pour les points de AI par rapport à AO. 

Ainsi , parmi les 4 rayons d'un faisceau, si l'on en prend deux non 
consécutifs, chaque point de l'un de ces deux rayons est le pôle de 
l'autre par rapport A l'angle des deux autres rayons. Deux rayons 
non consécutife ont reçu pour cette raison le nom de rayons con- 
Juffuét, 

Corollaire 2. Si on prolonge OA vers O', et. que du point O' on 
mène une parallèle à OL, cette parallèle sera coupée par les. trois 
rayons ÂB, AI, AG, comme OL l'est par leurs prolongements. Donc 
les 4 rayons AB, AI, AG, AO' forment un faisceau harmonique. Gon- 
cluons donc que 3 rayons consécutifs et le prolongement du 4« for- 
ment un faisceau ; que, par conséquent , en prolongeant les 4 rayons 
d'un faisceau , ce qui donne 8 rayons, ofT formera un faisceau chaque 
fois que parmi ces 8 rayons on en prendra 4 consécutifs , et comme 
on peut prendre chacun de ces 8 rayons à son tour pour le premier, 
il s'ensuit qu'on aura 8 faisceaux. 

Corollaire 3. Les propositions 42 et 43 fournissent le moyen de 
résoudre avec le seul secours de la règle les questions suivantes : 
• 1« ÉUmt donnés 3 rayons d'un faisceau^ trouver le 4«. Parmi les 3 
rayons , il y en a deux qufsont conjugués ; on cherche la polaire d'on 
point du 3*^ (p. 41 ) par rapport à l'angle de ces deux là , et l'on a 
le 4«. 

2» Étant donnés 3 points G , H , F d'un système harmàniquê , trou- 
ver le 4« point O, eonjuyué de H. La figure 104 donne la solution. 
. 3o D'tcfi point I , pris sur le plan de deux droites BB' ,<!G' , mener 
une droite qui aille pas»er au point d'intersection de BB' et GC', en 
supposant que ee point soit inconnu» On cherche le point O, et an 
moyen de celui-ci, le point I', puis on tire la droite II'. 
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PROPOSITION XLllI. 

TRCORÊME. 

les deux extrémités dCun diamètre BD d*^n cercle étant regardés ^ig 115 
comme deux points conjugués d'un système harmonique A , B , C , D , 
les droites MA , MC qui joignent les deux autres points conjugués à 
un même point M de la circonférence , seront entre elles •*: AB : BG. 

Puisque A , B, G , D formeDl un système harmonique, on a 

ADXBC = ABxCD, 
on AD : CD : i AB : BG , ou bien 

AO -t- OD : OD -t- OC :• AO — OD : OD — OC. 

Comparant la somme et la difTérence dés antécédents à la somme 
el à la différence des conséquents, on a 

2 AO:20D::2 0D:2 0G, 
ou AO 0D::0D.0G, 

joignant MO, AO : OM : : OM : OC. 

Ainsi les deux triangles AOM , GOMont un angle commun en O, 
compris entre côtés proportionnels et sont semblables ; donc on 
aura aussi 





AM : MC :. AO : OM " OM OC , 


ou 


::A0 — OM:OM — OC; 


c'est-à-dire 


AM'MG :: AB:BG. 



PROPOSITION XLIV. 

* THEOREME. 

Si de chacun des points cfune droite AB prise à volonté sur le plan 
d*un cercle » pourvu toutefois qu'elle ne passe pas au centre , on 
mène deux tangentes AD, AE : 1^ to sécante de contact ED couperaen 
un point invariable » le diamètre FH perpendiculaire à la droite AB ; yiz. lOC. 
^ toute tramversdle menée par ce point invariable sera divisée har- 
moniquement par ce point, par la circonférence et par AB. 

i^ Joignez AO qui sera perpendiculaire à la corde DE ( l. 2, p. 23, 
r. 2); tirez aussi le rayon DO. Les triangles OAF, OGI ont Tangle 
commun; ils sont de plus rectangles, et par conséquent, sem- 
blables ; ainsi Ton a 

OC : OA :: 01 : OF, doù OF X OC = 01 X OA. 

Le triangle ÔDA , rectangle en A (1. 2 , p. 6) , donnera d'ailleurs 

_a a _ OD^ 

(p. 20) 01 X OA = OD ; donc OF X OC = OD , d'où OC = •jjp^ 
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Cette distance OC ne changera donc pas tant que le point À sera 
pris sur ÀB , puisque OP nç change pas, uqu plus que le rayon OD ; 
donc tontes les sécantes, telles que ED, passeront au point C qu'on 
nomme le pôU de la droite AB, par rapport à la circonférence ; AB 
est appelée la polaire du point C. 

a» Soit menée par le pdle la droite AQ ; je dis qu'on aura 
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AQ X MC = AM X CQ. Car de la relation OC = ^ on tire 

OC:OD::OD;:OF, 
d'où OD -t- OC . OD ^ OC :>0F + OD : OF — OD 

ou CH : LC : : FH : Ft , 

proportion qui prouye qqe FH est diyisée harmoniquement en L et 
G ; donc , joignant le point M au point F, on aura ( p. 43) 

MF;MG::FL:LC. 
Joignant aussi^QF et QQ , on aura 4e même 

QF:QC::FL:W. 

Ces deux proportions rapprochées donnent 

MF : MC : : QF : QC ; proportion 

qui montre (p. 10, 2^) que FC e^t la bissectrice de Tangle MFQ , et 
que FA , perpendiculaire à FC , est la bissectrice de Tangle MFQ' , 
supplémentaire de MFQ ; donc on aura ( p. ilO, r. ) la proportion har- 
monique 

AQ: AM::CQ:MÇ. 

Corollaire 1. Réciproquement, si d'un point C, pris sur le plan d*un 
eerele^ on mène une sécante quelconque EU, et qu'aux points E, D, 
Ott cette sécante coupe le cercle , on mène deux tangentes , le lieu de 
l'intersection A de ces tangentes sera une droite perpendiculaire au 
diamètre mené par le point C» Car on trouvera comme ci-dessus 

— " OD 

OF X OC = OD ou OF = ^ ; donc le point F est invariable tant 

le point C ne change pas , et par snite , le point A reste sur la même 
droite AF perpendiculaire à OC. 
Fig 107 ^^<^^^^ 3* Si te pâle A est hors du cerele , la polaire PQ coupe la 
circonférence en deux poiwts M, K, «I les droites AM , AK qui joignent 
ces deux points au pôle, eont tangentes à la cireanférenee. Car d'a- 
près ce qu'on vient de montrer, le produit de AO par la distance du 
centre à la polaire est égal au carré du rayon ; donc si AO est plus 
grand que le rayon, la dislance de la polaire au cenlreest moindre 
que le rayon. Soit ON cette distance , la polaire sera une perpendi- 
culaire élevée en N à AO , et sî on joint MO , on a NO X AO = MO, 
ou NO : MO : : MO : AO, proportion qui prouve que dans les trian- 
gles MNO, MAO, l'angle commun en est compris entre cj^téspro- 
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porlionneU; ces triangles sont donc semblables. Hais dan^ le trian- 
gle HNO, Tangle opposé à MO est droit; par conséquent dans le 
triangle AMO, l'angle AMO opposé à AO est droit anssi» et la 
droite HA» perpendiculaire à MO, est tangente. Il en est de même 

de AK. 



PROPOSITION XLV. 

TH^ORÉBIE. 

B'tm peint A, prit sur le plan d'un eéreU, onmènedeux trantver- pig. 107. 
ialei AG , AH ; on joint deux à deux Ui points I , F, G , H, où ces 
tramvertales coupent la circonférence; les droites^ ainsi obtenues, se 
coupent en 'deux points L , P, dont le lieu sera la polaire du point A. 

Joignons PL qui sera la polaire da point A par rapport à Tangle 
FPG, et divisera harmoniqaement la sécante AH (p. 41) an point 
B sitné entre I et H ; mais la polaire du point A par rapport à la cir- 
conférence, divise la sécante AH de la même manière, et passera 
par conséquent par ce même point B. Par une raison semblable , 
cette dernière polaire passera aussi au point G où AG est coupée 
par PL. Donc la polaire du point A, par rapport au cercle > passe 
en B et en G , et se confond arec PL. 

Corollaire. On saura , d*aprés cela , mener la tangente au cercle 
par un point extérieur avec le seul secours de la ligne droite. Soit 
A ce point; on en chcrcbera la polaire PQ qoi coupera la circon- 
férence en deui points M, K; joignant ces points an point A , on a 
les tangentes cbercbées AM , AK ( p. 44 , c. 2 }. 



PROPOSITION XLVI. 

THÉORèME. 

Soit ABGD un quadrilatère inscrit dans un cercle, EFGH le ftta- ». .^g 
drilatére circonscrit ayant pour côtés les tangentes aux sommets du ^ 
premier ; si Von prolonge les côtés opposés de chacun de ces quadrila- 
tires , et qu'on mène les 4 diagonales : . 

V tes points d'intersection H , I , K « L ^ tfss côtés opposés sont en 
ligne droite ; 

30 les 4 diagonales DB> AG , FH, EG se coupent en un même point 
0, etehaqvie diagonale du quadriiatèrecirconscrU passe par le point 
d'intoreection de deux côtés opposés du quadrilaitirein'orU; 
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S«: Enfin , partout où qwifre droites de cette figure concourent au 
même point, elles forment un faisceau harmonique. 

1« Gkerchons , par rapport ait cercle , la polaire du point O où se 
coupent les diagonales dn qiradrilatère Inscrit. A cet effet, on pren- 
dra les transversales BD, CA menées par ce point; on joindra deai 
à deux leurs points d'intersection A, B, G, D avec la circonfé- 
rence; les droites AB, CD, AD, BG, qui les joignent , sont les côtés 
du quadrilatère inscrit, et déterminent par leurs intersections L, 
I, deux points de la polaire cherchée (p. 45). Mais la sécante AC 
passant au pôle O, les tangentes FK, EK, menées aux points où elle 
coupe la circonférence, se coupent également sur la polaire do 
point O ( p. 44 } ; il en est de même des tangentes en D et B. Donc 
les 4 points M , I , K, L se trouvent sur la polaire du point O, et 
sont en ligne droite. 

2^ Pour chercher la polaire du point L au moyen des sécantes 
LG, LB, il faudra joindre deux à deux les 4 points d'intersection de 
ces droites et de la circonférence, ce qui donnera les droites GA» 
BB qui se coupent en O, et les droites AD, BG qui se coupent enl, 
et ces points O , I seront sur la polaire du point L. Mais la sécante 
LG détermine les points D, G , elles tangentes en ces points se cou- 
pent en un poiut G , situé aussi sur la polaire du point I. Par une 
raison semblable , le point £ , intersection des tangentes en A et 6, 
est sur la polaire du point L. Donc les 4 points I, G, O, E sont en 
ligne droite, ou, ce qui revient au même, la diagonale GE du quadri- 
latère circouscrit passe au point O, intersection des diagonales du 
quadrilatère inscrit, et au point I, intersection des côtés opposés 
AD , BG de ce quadrilatère; ces côtés se distinguent en ce que cha- 
cun d'eux joint les points de contact A , D ou B, G de deux tangentes 
non adjacentes à une extrémité de la diagonale GE. En prenant le 
point I pour pôle , on reconnaîtra de même que les 4 points L, G , 
O, E sont en ligne droite. 

3« Les 4 droites qui concourent en L, forment un faisceau har- 
monique. En effet , cherchant la polaire du point I par rapport 
à l'angle GLB, on trouvera qu'elle se confond avecLF (p. 41); donc 
(p. 42 ) les 4 droites dont il s'agit, forment un faisceau. De même 
£1 est la polaire du point L par rapport à l'angle A1B , et par suite, 
les 4 droites qui concourent en I, forment un faisceau. Enfin , le 
faisceau harmonique L déterminant sur la transversale IB un sys- 
tème harmonique I, G, N, B, on en conclut que les 4 droites 10, 
GO , NO , BO, qui concourent en O, forment aussi un faisceau. 

Bemarque, La polaire d'un point I d'une droite IL, par rapport au 

cercle, passe par le pôle O de cette droite. Gar si du point 1 on 

«mène deux sécantes IB, lA , les tangentes en D, A, déterminent un 

point H (le la polaire du point 1 ; le point F est de même un point de 
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cette polaire ; et la droite IL a éTldemment ponr pôle le point O 
qai se Irouye snr HF. Donc , si sur le plan d*an cercle on trace tant 
de droites qu'on yoadra, et qa'on en prenne les pôles, autant il y 
aura de droites qoi passeront en nn même point, autant il j anra 
de pôles en ligne droite. Car si trois droites a, a' ^ a'' se conpent en 
on point «, la polaire dn point « passe par le pôle de la droite a, puis- 
que le point « est sur a; de même , la polaire du point « passe par 
les pôles des droites a', a". Donc ces trois pôles se trouyent sur la 
polaire do point «, c'est-à-dire sur une droite. 
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LITRE IV. 



RAPPORTS DBS AIRES PLANES. 
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Gomme deux plans coïncident lorsqu'ils ont (rois points communs 
non en ligne droite fi. 1, p. 1), il s'ensuit que deux surfaces planes 
sont égales, lorsque leurs contours sont superposés. "^ 

Un parallélogramme peut se diviser en parties ^ales , par 
des droites parallèles à un côté. C'c^Bt ainsi que ABGD est 
Fig. 109. divisé en sept parties égales , par des droites parallèles au 
coté AD. En répétant Tune de ces parties trois fois , on 
aurait donc les l de la figure ÂBGD. Ainsi un parallélo- 
gramme peut être multiplié par un nombre commensura- 
ble quelconque. 
On peut aussi conceroir le produit d'un parallélogramme P par 

nn nombre incommensurable, par exemple par|/^; car yiesi 
compris entre 1,41 et 1,42; si donc on multiplie le parallélogramme 
donné par ces deux nombres , on aura deux résultats , le premier 
plus petit que le second et dont la différence sera la centième partie 

du parallélogramme P. Mais |/^2 est aussi compris entre 1,4141356 
et 1,4141357 , et si Von multiplie te parallélogramme donné par ces 
deux nombres , on aura denx résultats qui différeront moins que les 
précédents, entre lesquels ils sont eompris. En continuant de con- 
sidérer ainsi des nombres qui approchent de plus en plus de y2, les 
uns en moins, les autres en plus, on formera des surfaces qui 
difléreront de moins en moins. Or , ce qu'on doit entendre par 

P y2f c'est la surface unique qui est la limite de toutes ces sur- 
Aces, quelque loin qu'on pousse le calcul de k ^. Il y a des cas 
où cette surface limite peut se construire. 
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Cela posé , le rapport de deu* parailélogrammes est un 
nombre ^strait tel , que le produit du second parallélo- 
gramme pLV ce nombre est égal au premier. On doit sup- 
poser, dans ce qui vient d'être dit , que les parallélogram- 
mes que Ton compare ont les angles égaux chacun à cha- 
cun; mais il n'est pas nécessaire de leur supposer un côté 
commun , comme on a fait en prenant les - du parallèle, 
gramme ABCD. Car si Ton partage AD en 4 parties égales 
et que, par les points de division, on mène des parallèles 
à AB, le parallélogramme ALMN sera tout aussi bien les 
^ de ABCD que AIKD, puisque AIKD et ALMN ont la par- 
tie commune AION, et les parties excédantes lOML d'un 
côté, DNOK dé l'autre, sont composées elles-mêmes d'un 
même nombre de petits parallélograçimes égaux. 

DÉFINITION /.Deux figuresplanes sont dites équipalentes, 
lorsqu'elles ont des surfaces égales , quoique non superpo- 
sables. On vient d'en voir un exemple dans les parallèle- 
grammes AIKD , ALMN. 

DÉFINITION II. Le rapport des surfaces de deux %ures 
est un nombre abstrait, tel que le produit de la seconde 
figure par ce nombre donne une figure égale ou équiva- 
lente à la première. Nous indiquerons le rapport de deux 

surfaces A , B par les noUtions connues A : B et ^ . 

B 

Pour appuyer cette définition , remarquez qu'on peut toujours 
concevoir un parallélogramme qui, ayant un angle donné, soit 
équivalent à une figure quelconque donnée. Car si l'on prend un pa- 
rallélogramme dont rangle et Fun des côtés sont quelconques et 
qu*on fasse varier le second côté d'une manière continue , le paral- 
lélogramme variera d'une manière continue depuis zéro jusqu'à l'in- 
fini. U passera donc par tous les états de grandeur qu'u ne surface plane 
peut prendre; par conséquent, U prendra successivement des va- 
leurs équivalentes à tontes les figures planes imaginables. Ainsi deux 
figures étant données , on peut les remplacer par deux parallélo- 
grammes respectivement équivalents, ayant nn angle commun. Or, 
il a été montré d*nne manière nette comment on peut multiplier un 

8. 
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parallélogramme par on nombre abstrait ; on conceyra donc aussi 
ce qa'on entend par le rapport de deax surfaces planes quelconques. 

DÈFiniTiON ///. La mesure d'une surface estfft/rapport 
de cette surface à une autre prise pour uîdté. Cette mesure 
se nomme Voire de la figure. L'objet principal de ce livre 
est de ramener la détermination du rapport des surfaces 
à des rapports de lignes , rapports dont les propriétés sont 
connues ^v le livre 3. Nous supposerons dorénavant les 
lignes rapportées à une unité, c'est-à-dire mesurées. 

Fig. 110 DÉFINITION IF. La hauteur d'un triangle ABC est la 

et 111. perpendiculaire AD , menée du sommet A d'un des angles 
sur le côté opposé BG , prolongé s'il le faut. Ce point A 
s'appelle le sommet du triangle, et le côté BC , sur lequel 
tombe la perpendiculaire, se nomme la base. On peut 
prendre pour base tel côté qu'on veut; le sommet sera ce- 
lui de l'angle opposé à ce côté. 

Dans un triangle isoscèle , on prend ordinairement pour 
base le côté qui n'est pas égaUaux autres. 

Fig. 113. DÉFINITION F. La hauteur d'un parallélogramme est la 
perpendiculaire AE , menée entre deux côtés opposés pris 
pour bases. 

Fig. 114. DÉFINITION FI. Un trapèze est un quadrilatère dans le- 
quel deux côtés opposés AB, CD sont parallèles. Cçs deux 
côtés parallèles sont appelés les bases du trapèze; la hau- 
teur du trapèze est la perpendiculaire EF menée entre les 
bases. 

PROPOSITION I. 

THÉORÈME. 

% Les surfaces de deux parallélogrammes ABCD,^ EFGH , 
ing 9"^ ^^^ ^^ angles égaux chacun à chacun , sont entre elles 
' comme les produits des côtés adjacents , de sorte qu'on a 
ABCD : EFGH: : ABxAD:EFxEH. 
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Supposons que les côlés AB, EF soient entre eux : : 7 : 6 
et que AD : EH : : 4 : 3. Divisez AB en 7 parties égaies , ËF 
en contiendra 5; par les points de division menez des 
droites respectivement parallèles aux côtés AD, EH; ces 
droite décomposeront la première figure en 7 parties égales 
et la seconde en 6 parties égales entre elles, mais non égales 
à celles de la première. Divisez de même AD en 4 parties 
égales, EH en contiendra 3. Si, par les points de division, 
de AD on mène des parallèles au côté AB, chacune des 7 par- 
ties de ABGD se troifvera divisée en 4 parallélogrammes 
^aux , de sorte que ABCD se trouvera décomposé en 7x4 
parties égales. Opérant de même sur EFGH , on décompo- 
sera cette figure en Sx 3 parties égales à celles de ABCD; 
donc 

ABCD:EFGH::7x4:3x6 

Or, en multipliant terme à terme les proportions 

AB:EF::7:6, AD:EH::4:3, on a ABxAD:EFxEH:: 

7x4:5x3, d'où , à cause du rapport commun : 

ÂBCD:EFGH::ABxAD:EFxEH. 

< Supposons maintenant qae AB, EF, étant commensarablet entre 
enx, AD, EH ne le soient pas; comme le parallélogramme EFGH 
Tarie d'une manière continue avec EH, on conclura (L 3, p. 4} 
qne la proportion a encore lien dans ce cas. Enfin , les côtés AD , 
EH« étant commensurables on non , si AB, EF ne le «ont pas, on 
prouvera de la même manière que la proportion n*eu a pas moins 
lieu. 

Corollaire 1. Supposons qu'il s'agisse de deux rectan- 
gles , que nous nommerons R , r ; soient B , b leurs bases , 
H, h leurs hauteurs, qui, dans ce cas, sont les cotés 
adjacents aux bases. Puisque dans les rectangles les an- 
gles sont égaux comme droits, on aura R:r::BxH: 
6 X A , proportion qui peut se mettre sous la forme 

R_BXH_B H 
r •" 6xA "■ 6 ^ A 

^ Vojcz une nota à la fin diB l'ouvrage. 
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Supposons mainKnaftl que r soit un carré , de sorte que 
A-r=& 9 la proportion devient 

R_B H 

R 
Si l'on prend r pour unité de surface , - est la mesure 

de la surface du rectangle R (d. 3); si , de plus » on prend 

B H 

b pour unité de longueur, — , -• sont les mesures des 

côtés B 9 H du rectangle ; par conséquent , en prenant pour 
unité de surface Un carré, et pour unité de longueur le 
côté de ce carré , la mesure de la surface d'un rectangle 
ou l*aire d'un rectangle est égale au produit de la base 

par là hauteur. Représentant les trois rapports ~ , 7 > t" 

par RS B'y H', on peut écrire cette propriété ainsi : 

R' = B'XH'. 

Ainsi, pour mesurer la surface d'un rectangle en mètres 
carrés , mesurez les côtés en mètres , et multipliez ces me- 
sures l'une par l'autre , le produit sera l'aire du rectangle. 

Dans tout le reste de cet ouvrige, l'expression produit 
de lignes doit être entendue comme on vient de l'expliquer. 

Flg. 109. Corollaire 2. Tirez les diagonales DB, HF ; chacun des deux pa- 
rallélogrammes se trouvera décomposé en deux triangles égaux. 
Ces deux triangles ADB, HEF , qui ont un angle égal{ A == E ), sont 
donc entre eux comnié les parallélogrammes , ou : : AB X AB : EH 
X EF» c*est-à-di ré* comme les produits dès côtés qui comprennent 
f angle égal, 

PjaOPOSITION IL 

THÉORÈME. 

L'aire d'un parallélogramme est égale au produit de sa 
base par sa hauteur. 

Pour le démontrer, je dis d'abord que deux paraliélo- 
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grammes de même base et de même hauteur sont équi- 
▼alentSé 

En effet , soient deux parallélogrammes ÀBGD , ABGD^ ^9- 113. 
dont l'un peut être, si Ton veuti un rectangle; donnons- 
leur une base commune AB ; puisque la hauteur est la 
même, lesjbases CD , C'D' seront sur une même parallèle 
à AB. Puisque ÀBGD est un parallélogramme, le côté AC 
est égal et parallèle à BD; de même AD' est égal et paral- 
lèle à BG'; donc les angles G'BD, D'AG sont ^aux , à cause 
des côtés parallèles (L 1 , p. 17); par suite, lés triangles 
D'AG , G'BD sont égaux , comme ayant un angle égal entre 
côtés égaux. Donc surf. ABDD' — D'AC =ABDD' — G'BD, 
ou 

Surf. ABDC = surf. ABC'D'. 

Gela posé , si ABG'D' est un rectangle , son aire est * 
^le à AB X G'B ; donc Taire du parallélogramme ABDC 
est aussi égale à AB X G'B. 

Corollaire* Deux parallélogrammes de même base sont 
entre eux comme leurs hauteurs, et deux parallélogram- 
mes de même hauteur sont entre eux comme leurs bases. 
En effet, soient P,p les aires de deux parallélogrammes, 
By b les bases , H , A les hauteurs. D'après ce cpi'on vient de 
prourer, on a P i=B x H,p = 6 X A, et par conséquent 

P:p::BxH:bxh. 

Or, si l'on suppose les bases ^ales, B devient égal kb, 
et la proportion se réduit k P : p :: H : h. 

Si, au contraire, on suppose les hauteurs ^les, on 
aura P: p :i B ib. 
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PROPOSITION m. 

ÏHÉORiHE. 

Fisr. 113. Vaire d'un triangle ABC est égale à la moitié du pro^ 
duit de la base par la hauteur. 

D'un sommet À menez une droite AD égale et parallèle 
au côté opposé BC ; joignez CD. La figure ABCD sera un 
parallélogramme (1. 1 , p. 32), que la diagonale AC divise 
en deux triangles ^ux. Ainsi le triangle ABC est la moitié 
de ce parallélogramme; or, si AE est la perpendiculaire 
menée du point A sur BG , l'aire du parallélogramme a pour 
mesure (p. 2) BC X AE; donc le triangle a pour mesure 

:BCxAE. 

Corollaire 1. Deux triangles de même base sont entre 
eux comme leurs hauteurs , et deux triangles de même hau- 
teur sont entre eux comme leurs bases, puisque chaque 
triangle est la moitié d'un parallélogramme de même base 
et de même hauteur. 

Corollaire 2. Tout polygone pouvant se décomposer en 
triangles , on saura calculer la surface d'un polygone qud- 
conque. 

PROPOSITION IV. 

THÊORàMB. 

Fif. 114. L'aire d'un trapèze est égale à la hauteur EF, multipliée 
par la demi-somme des bases parallèles^ AB, CD, ou par 
la droite 6H qui joint les milieux des côtés non parallèles^ 
Tirez une diagonale BD; le triangle DBG aura pour me- 
sure sa baseDC, multipliée par la moitié de sa hauteur; or, 

sa hauteur est ^le à EF, et par suite sa mesure ; DC K 

ER 
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Si dans le triangle ABD, on prend AB pour base, la hau- 
teur est aussi égale à FE (d. 4), et ce triangle a pour me- 
sure ; AB X EF. Donc la somme des deux triangles DBG, 
ADB 9 c'est-à-dire le trapèze ABGD a pour mesure 
^CD X EF+ i AB X EF ou ; (AB + CD) X EF- 

En second lieu, si du point G, milieu de AD, on mène 
GH parallèle à AB et par suite à DG, on aura (1. 3, p. 7) 

AG:GD::BI:ID::BH:HG; 
et comme AG = GD, on a BI = ID , BH == HC, de sorte 
que le point H est le milieu de BG. Mais les triangles GDI, 
ADB sont semblables (p. 16; 3^) et donnent 

AD : GD :: AB : GI, 
et comme GD est la moitié de AD , GI sera la moitié de 
AB ; par une raison analogue IH est la moitié de DC. Donc 
GI H- IH ou GH est la moitié de la somme des bases AB + 
CD , et le trapèze aura pour mesure GH X EF. 

PROPOSITION V. 

THÉORÈlfE. 

■ 

Vaire d'un polygone régulier est égale à son contour wi^. 115. 
multiplié par la moitié de l'apothème. 

Soit ABGD, etc., un polygone r^fulier, O son centre, 
OG son apoth^e. Tirons les rayons AO, BO, etc., qui dé- 
composeront le polygone en triangles égaux entre eux. Le 

triangle AOB a pour mesure 7 GO X AB , et comme le po- 
lygone se compose de six triangles égaux à AOB , il aura 
pour mesure ^ GO X 6AB ou la moitié de l'apothème mul- 
tipliée par le contour 6 AB. On raisonnera de même dans 
tout autre cas. 
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PROPOSITION VI. 

thIorâhe» 

Vaire du cercle est égale à la circonférence multipliée 
par la moitié du rayon. 
Fif . 115. ^' ^^ '^^u ^'"^ polygone de 6 cotés , on circonscrit au 
oerde des polygones de 13 , 24, 48, etc., côtés, chacun de 
ces polygones aura pour mesure son contour multiplié par 
la moitié de i'apothènie GO; mais on finira par trouver des 
polygones qui diffèrent infiniment peu du cercle quant à 
leur contour et à leur surface. Considérant donc le cercle 
oommfeun polygone régulier d'une infinité de côtés, on 
condura que l'aire du cercle est égale à sa circonférence 
multipliée ptf la moitié du rayon* 

Ponr donner à ceUe conclasion toute la rigueur possible , inscri- 
Yons an cercle un polygone semblable à ABGD..., et supposons que 
les côtés de ces polygones soient infiniment petits , et respective- 
ment parallèles. La différence entre les aires de ces polygones se 
compose d'une série de trapèzes tels que ABba ; Taire de chacun 
de ces trapèzes est moindre que AB X Gg» et leur somme sera moindre 
que ( AB + BG + . .. ) X Crgr; or', le contour AB -t- BG -t- . . . est une 
yariable finie et décroissante, G^ est infiniment petit (l. 3, p. 33) ; 
donc cette différence est infiniment petite. Par conséquent , Taire 
da oerele diffère infiniment peu de chacun des polygones. Mais 

Faire da pelygone circonscrit =p périm. ABGBEF A X ~ GO ; donc , 

négUget&t las infiniment petits , on aura 

Aire du cercle i^ cireonférence x~GO (1. 3, p^ I, r.)- 

Fig. 59. Corollaire 1. Le secteur de cercle ABC, c'est-à-dire la 
aur&oe comprise entre un arc BG et les rayons AB , AC , 
menés à ses extrémités, a pour mesure son arc BG multi- 
plié par la moitié du rayon* Pour le prouver on démon- 
trera f par un raisonnement semblable à celui de la propo- 
sition 5, Ht. 3, que deux secteurs de même rayon sont 
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eaire eux comme leurs arcs, de sorte que le secteur est au 
cercle entier, comme Tare de ce secteur est à la circonfé- 
rence. On aura donc 
Secteur ABC : cercle AB : : arc BC : circonférence AB. 

Multipliant les deux derniers termes par ^ AB , on a 
Sect. ABC : cercle AB :: arc BC X ; AB : cir. AB X - AB. 
Or, on Tient de prourer que le cercle AB est égal à la cir- 
conférence AB X - AB; donc sect ABC = arc BC X - AB. 

3 3 

Corollaire 2. Soit R le rayon d'un cercle, la circon- 
férence sera (1.3, p. 34,c.) 2 ;r R, et l'aire du cercle 
2 ;t R X;R. = 2. ^ jr. R. R. = ;t. R% AinsiTaire du cercle 
est aussi -égale à jt multiplié par le carré du rayon. 

Soit a l'angle d'un secteur, cet angle étant donné en ^^* ^^' 
d^prés, minutes, etc.; l'arc de ce secteur sera à la circon- 
férence comme l'angle a est à 4 angles droits ou à 360^ 
(I. 3, p. 6, r. 1 et 2). Ainsi arc BC : cîr. AB :: a: 360^ 

d'où arù BC = — ggg; — = — gggs — ^ ; multipliant 

.« aX2;tR.X-R a^tVi* 
par - R, on a secteur:::^ ' = Jzl^ , 

Corollaire S. Voici quelques applications numériques 
de cequi précède : 

1* Calculer Faire d'un secteur de cercle dont l'angle es 
(fc48<> H-fi4', fo rayon du cercle étant de l"**'', 6. On^ 
ici a = 48^' H—64' et R = 1, 6. On réduit les degrés en 

• » . « 2934 489 ^„ ^ 

mmules, et Ton a « = -^ ^ iQ ^ ' ' prenant 

;r :=3,141S9, nous aurons 

e...^ <g>9x3,141S9x(l,6)' _ 48,9x3,14169x2,56. 

S60 "" 360 



V. 




LJI 



126 GioiiimB. 

na 6« ordre prés, et ea moins , U surftice da cercle est 4 , 583893^ 
quantité par conséquent trop petite, mais qui deyiendrait trop 
gfrande si on l'augmentait d*ane unité du 6* ordre décimal. 

L'essai ci-desans ne résout pas toa^nrs la qnestion. Lorsqu'il, la 
laisse indécise, il font pousser rapprozimation plut loin. On en 
Tcrra un exemple. 

3<> Calculer à un centimètre prés le rayon d'un cercle dont la sur- 
face est de 12*" . 

Soit r ce rayon ; on a «r r' = la'"* **^* •"' =^ T 

Pour que r soit exact à 0,01 prés , il suffit que r* le soit à 0,0001. 
En effet, si la différence de deux nombres a et a' est «, de façon 
que a = a' H- «s , on a 

a"* = a'' + 2 a' « -h «' 

ou o* — o'* = 2 a' « -f- «* 
€e qui signifie que la différence de leurs carrés est plus grande 

que «*. Donc si la différence de deux carrés est «*, celle des ra- 
cines est < «• 
Cherchons donc jusqu'où il faut pousser rapproximation dans % 

12 
pour ayoir — à moins de 0^0001. Soient keth-i-tt deux nombres 

sr 

12 • 
qui comprennent entre eux la Taleur exacte de » ; celle de — 

12 12 
sera comprise entre -r* ®1 £ > quantités dont la différence est 

12 _ 12 __ 12 <c 
12 et 

Taleur moindre que -y" » ®^ comme on peut prendre k>Z, cette 

12 <« 4 a 

différence esta fortiori moindre que -g- ou -s «. Pour que r soit 

4 
calculé à moins de 0,0001 , il suffit que ^ et soit < 0,0001 , ou 

u < ^^^^ ou 0.000075. 

Ainsi, il suffit de prendre Y à moins de 0,00001; comme : =3,141592, 

12 
on peut prendre 3;1416, et a aaaa diffère de r' de moins que 

12 
0,0001. Hais on ne prend pas exactement „ -^ ; on calcule celle 

fraction par approximation en décimales ; de là une nouyelle erreur. 
Pour être certain du sens de l'approximation, il faudra cakuler la 
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fraction en moins « pwroe qu'elle est déjà elle-même pri$e en moisi, 
ya qne le dénominateur est pris en plus. Dans ce cas, si Ton Ta 

jusqu'au 4« ordre décimal , r* sera en erreur d'une quantité moindre 

que 2 unités décimales du 4^ ordre; dans le cas actael cela suffit; 

12 
si cela n'était pas, on prendrait «de façon que — fût exact Jusqu'au 

5« chiffre décimal ; on calculerait le quotient également jusqu'au 
5^ chiffre, et l'erreur serait moindre que 2 unités du cinquième, 
à fortiori , moindre qu'une unité du 4' ordre* 
Effectuant la division de 12 par 3,1416, on trouve 3,8197, de 

sorte que r* est compris entre ce nombre -et 3,8199 ; la racine 
carrée de chacun de ces nombres tombe entre 1,05 et 1^96. Cha- 
cun de ces deux derniers exprime donc r à moins de 0,01. 



PROPOSITION VIL 

THÉORÈME. 

Les aires des figures semblables sont entre elles comme ^ig, no 
les carrés des dimensions homologues» 

V Soient deux triangles semblables ABC, ADE auxquds 
on a supposé un angle homologue commun en A; si Ton 
suppose de plus que l'angle égal à B soit l'angle ADE , le 
côté DE sera parallèle à BC. Menons AF perpendiculaire 
à BC et par suite à DE. A cause des parallèles on a 

AF:AG:: AB:AD. 

A cause de la similitude des triangles , on a aussi 

BC:DE::AB:AD, 
ou ,-BC:iDÉ::AB: AD. 

Oiullipliant , on aura 

i BCx AF: i DE X AG :: Âi':ÂD. 
Mais iBG X AF est l'aire du triangle ABC (p. 3), 

; DE X AG est celle du triangle ADE ; donc les aires de 
ces triangles sont comme les carrés des côtés homologues ^ 
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ABy AD, ou comme les carrés de deuk autres dinlensions 
homologues (1. 3, p. 11, c. 2). 
Fiff. 75. 2* Soient maintenant deux polygones sembiabtes. Dé- 
composons-les en triangles semblables. Soient ABC , abc 
deux triangles semblables, de même AGD, ûcd,elc. D'a- 
près ce qu'on rient de prouver, on a 

ABC : abc : : AG : ac. 

AGB : ocd :: AG : 6rc^ 
d'où, à cause du rapport commun, 

ABG : abc :: AG9 : acd^ 
et, ce qui se démontre de même :: ADE : ade, 

Bonc la somme des antécédents, ou l'aire du premier 
polygone , est à la somme des conséquents , c'est-à-dire à 

Taire du second, comme ABG : abc où :: AB : ab, etc. 
^ 3*" Enfin, soient deux secteurs semblables , répondant, 
par conséquent , à des angles égaux : soit S l'aire de l'un des 
secteurs, R son rayon, s l'aire de l'autre, r son rayon, a 
l'angle commun. On a (p. 6, c. 2) 

ç an R anr 

■" 360*> '^""360^ 

donc S.sv. ^: ±^\u :: R' : r\ 

360 360 

L'angle a peut être, de 360°, et alors les secteurs se 
changent en des cercles entiers,. on a S = tt R, ^ = tt r', et 

a 

S : * : : R : r», 

ce qui signifie que les aires des cercles sont comme les 
carrés des rayons, de même que les aires des secteurs sem- 
blables. 
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PROPOSITION Vin. 

THÉORÈME. 

Le carré construit sur Vhypothénuse BC d'un triangle 
rectangle ÂBG, est égal à la somme des carrés fait^ sur 
les deux cuitres côtés. 

Construisez des carrés sur les trois côtés et du sommet p. • ^^^ 
A de l'angle droit , menez AD perpendiculaire sur Thjpo- 
thénuse; les triangles BÂD, DAG, BAC seront semblables 
(I. 3, p. 20); donc ils sont entre eux comme les carrés des 
côtés homologues, et l'on a- 

BAD : Ba\: DAC : AC':: BAC : BC, 

puis BAD + DAC : BA -h ÂC :: BAC : BC. 

Or, BAD -H DAC est égal au second antécédent BAC; - 

donc aussi BA -f- AC = BC. 



On peut décomposer les 3 carrés en parties telles que celles qui 
résallent des' carrés formés sur les côtés AB, AC, sont superpo- p |» ^^g^ 
sables ayec celles qui résultent du carré de l'hypothénuse. Soient 
ACGF, ABDE les deux premiers carrés. Prolongez GF, DE jusqu'à 
leur rencontre en I; aux points B, G élevez sur Thypothénuse les 
perpendiculaires BL, GHh jusqu'à la rencontre de D1,-GI en L , H ; 
lirez L, H; je dis que BGHL sera un carré. En effet, dans les deux 
triangles DBL, BAG, le côté DB = BA, comme côtés d*un même 
carié; les angles BDL, BAG sont égaux comme droits; les angles 
aigus DBL , ABG sont égaux comme ayant les côtés perpendiculaires 
chacun à chacun ( 1. i, p. 17 j; donc ces triangles sont égaux et le 
côté BL = BG. En comparant le triangle'fiGHà ABG , on prouvera 
de même que GH = BG. Les côtés BL , HC étant ainsi égaux et pa- 
rallèles , LH et BG le seront aussi ( 1. 1 , p. 22) , et la ûguTe LBGH 
aura ses 4 côtés égaux , les angles en B et G droits; donc l'angle H 
sera égal à LBG ( i. 1, p. 17 ; , et cette figure sera le carré construit 
sur rhypothénuse BG. 

Gela posé, ce carré est décomposé en 3 parties : 1^ Le quadrila- 
tère AGHK qui lui est commun avec le carré AGGF ; 2« le trian- 
gle ABG égal au triangle HGG qui fait encore partie de ce dernier 
^ carré. Ainsi la partie JIGHK + ABG ouBGHK du carré de Thypo- 

9 
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thénnse est équivalente à la partie ÀGGHR du carré de AG ; 3» le 
triangle LKB : or, Je dis que ce triangle yaut le triangle FKH , par- 
tie restante du carré de AG , plus le carré de AB. En effet , si Ton 
prolonge DE et BG jusqu'à leur rencontre en M , le triangle BNA 
peut être remplacé par son égal BMD, puisque AB = DB, que les 
angles en A et D sont droits, et les angles NBA, DBH égaux comme 
angles aigus ayant les côtés perpendiculaires, et le carré ABDE sera 
transformé dans le quadrilatère équivalent BHEN. Ensuite le trian- 
gle FKH est égal au triangle ENL. Car LB = LH , BN = BM = 
LK; par suite JLB — BN = LH — LK ou LN = KH; d'ailleurs, à 
cause des côtés perpendiculaires, les angles adjacents à ces côtés 
sont égaux chacun à chacun ; donc le triangle HFK + le carré 
BADE équiyalent ensemble au triangle LMB ou à son égal LKB* 

Fig. 117. Remarque. On "ii prouvé (1. 3, p. 20) que chaque côté 
de l'angle droit est ^ojen proportionnel entre lliypothé- 
nuse et le segment aci^cent, ce qui donne les proportions 

BC:BA::BA:BD 

BC:AC:îAC:DC, 

d'où BA=BCxBD , ÂC = BCxDC. 

Or, si Ton prolonge la perpendiculaire AD jusqu'en E, 
on voit que BC X BD ou DE x1$D est l'aire du rectangle 
BE, et que BG X DG ou DE x dIC est Taire du rectangle 
CE ; donc 

BA + ÂC = bÊ+CE ou = BC , 
ce qui démontre encore le même théorème. 

Corollaire 1. De ce que AB + AC = BC, on conclut, 

a a - a — i 

en retranchantAB de part et d'autre, que AC = BG — AB, 
c'est-à-dire que le carré d'un des côtés de Vangle droit 
est égal au carré de Fhjrpothénuse, moins le carré de l'autre 
côté. 

Corollaire 2. Les trois triangles semblables ABC, ADC, 
ABD ont déjà fourni les proportions 

ABC : BC :: ADC :Tc :: ABD : AB 



—-•». 



ou ABC : ADC : ABD :: BC : AC : AB. 
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Mais ces trois triangles peuvent aussi être considérés 
comme ayant même hauteur AD , et sont, par conséquent, 
entre eux comme leurs bases (p. 3, c); ainsi 

ABC ^ ADC : ABD :: BC : DC : BD. 
Donc, à cause dès termes communs, on déduit 

BC : ÀC : AB :: BC : DC : BD; 
Ce qui prouve 1* que le carré de Vhypothénuse est où carré 
de chacun des côtés de l'angle droit, AC ou AB , comme l'hy^ . 
ihénuse est au segment adjacent DC où BD; 2® que les f • ,^ 
carrés des côtés de Fangle droit sont entre eux comme les ^ • . 
segments adjacents. 
Corollaire 3. La diagonale AC d'un carré ABCD est au pj^ ^^^ 

côté AB de ce carré , comme \/2 : 1. Car le triangle rectan- 
gle ABC donne AC = Âb' + BC = 2 AB^ d'où la pro^ 

portion AC : AB :: 2 : 1, puisque le produit des extrêmes 
est égal à celui des moyens. Extrayant la racine carrée, on 

a AC : AB :: \/2 : 1. La diagonale est donc incommensu- 
rable avec le côté du carré, ce qu'on peut encore prouver 
de la manière suivante. 

Pour trouver la commune mesure de la diagonale et du côlé , on 
porte le côté AB sur la diagonale (I. 3, p. 2); comme AC > AB, 
et que AC < AB + BC ou *< 2 AB, il est clair que AB sera contenu 
dans AC une fois a?ec un reste FC. Comparons ce reste FC avec AB. 
Pour cela , du point A comme centre avec le rayon AB, décrivez 
un cercle et prolongez CA jusqu*à la circonférence en E. L*angle 
ABC étant droit, la droite CB est tangente au point B ( I. 2, p. 6) , 
et conme CE est une sécante , on aura ( I. 3 , p. 24} 

EC : BC : : BC : FC. 
Ainsi, au lieu de comparer FC à BC ou AB, on peut comparer AB à 
EC; AB sera contenu dans EC deux fois avec un reste FC qu'il faut de 
nouYeao comparer à AB ; donc Topération ne se terminera pas et 
les lignes AC , AB n'ont pas de commune mesure. 

CoroVairB^, Le rayon d'un cercle est aif côté,du carré inscrit:: p*^ ^3^ 
y 2 : 1. Soit ACDB le carré inscrit ; le triangle rectangle isoscéle 

AOC donnera aussi AC == 2 AO^ d'où AC : AO : 2 1 et AC AO :: 

9. 
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Fli 115. Coroltairti. lêeÔttdutriaitgUiqitaatéralttiMerittilaurayottiu 
e*rvU;:\/3 : 1, Soit abe... un heiagone régulier iiiterit;ae ««raie 
cOté du IrUngle 6qDilatëri1 loicrit, el li l'an tire les rayont Oo. 
Ob.Oo, puisque ab = aO (i. 3, p. 27),laBgare obeOeituDlozange, 
dont les diagonalea Oft, at le coopent, par conséquent , k angle droit 
(1. l.p. Ï3, T.), Aln*i dans le triangle recUngle aU, on a 

■>t^ inuUipIiaatpar4.... àab = *aiH- 46*. 

, 'S^r ' " Mais iak est le carré de iak on de ati ibk est le carré de »* on 
i^^^f debO.done iob = oc -(- bO , 

J^r' retranchant de part et d'autre bO ou oé, il Tient 



d'où (M : ob :: 3 , I et ae ob - |/3 : 1; mai» ab est égal au rajoo , 
donc, etc. 

Corollaire 6. Réciproquement, ai dans un triangle le 
carré (fim côte est égal à la somme des carrés des deux 
autres, Sangle opposé au premier côté est droit. Soit un 
triangle ABC , recungle en A ; sur le côté AC , construisons 
120 ^^'' triangles ACE, ACD.ajrant le côté AE = AB = A»; 
■ et de plus, l'angle CAË aigu, et CAD obtus. Puisque ces 
trois triangles ont deux côtés égaux chacun à chacun , et 
que les angles compris sont tels que CAE <^ CAB <^ CAD, 
il s'ensuit (1. 1, p. 7) que le côté CE <CB < CD. 

Or, CB = CA H- ÀB; donc Ce'< CA + AB, ou bien 
<CÂVÂË', tandis que CD>CAh-AD. Par conséquent, 
le carré du côté opposé à un angle aigu est plus petit que 
la somme des carrés des deux autres, et le carré du côlé 
opposé à uft angle obtus est plus grand. Ce n'est donc que 
dans le cas où l'angleest droit que le carré du côté Opposé 
est égal à la somme des carrés des deux autres côtés. 
Fif. 181. DsFinnioH ni. iaprojecliond'une ligne droiteAB ou 
'd'ime courbe ACE sur une droite indé6nieEF est la dis- 
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laace EF comprise sur celle-ci entre les pieds des perpen- 
diculaires A£,BF abaissées des extrémité A, Bde celle-U. 
Kota. Dans let deux propoiltioiis qot «oiTent , od te fonde inr c« 
que(o-H6j' = a' + Sab + b et(a — b)' = a' —iab+b". 

PROPOSITION IX. 

THÉOnàltE. 

le earri dn eâlè oppoii à un angla aigu d'un triangle (il égal à li 
lonanideiearritdti dtux autnt citiimoiru dtux foti U produit lig 
l'un d» ces eStii par la projection d» l'autre lur celui-là. 

Soit C un angle aign dn triangle ABC ; da point A abaiHoni ttir Fig. 1! 
BC la perpendiculaire AD, et lapposonE qu'elle tombedanile trian- 
gle. A came dn triangle rectangle ABD, ona(p. 8) 

ab = Id + bd' 

Hiii BD =: BC — DC , 

d'où BD = BC'+DC— aBG>i:DC. 

Bemplaçant BD par cette Taleor, on obtient 

Âb'= AdV DcV BC - 2BCX DC. 
Hils AQ H- DC = AC, à canae dn triangle rectangle ADC; donc 

Âï= Âc'-I- Bc'- 3 BC X DC. 
S'il s'agit dn triangle AB'C , la perpendlcDlaire AD tombe an de- 
hor«. Mais on* encore 

AB' = ÂD'-t-BÏ, 
d'aillenn de B'D = DC — B'C, on lire 

B'D' = DC H- B'C°— a DC X B'C , 

etpariuite AB''= AC + B'C — 2DC XB'C, ce qui «tait i 

proDver. 

PROPOSmON X. 



Zfoiuun Irion^te AB'C qui renferme un anglt ob(M«, le carré da 
tSU oppoti AC Ut égal à la tomme d«i earrit dit côlit gui comprta- ' 
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ntnleatan^, pta$dtuxfoUleproiulti»VtMdien ituxeiUt par 
laprojection de l'auCra fur etlui-là. 

Du point A menei AD perpeadicnUlre sur B'C ; cell« droite tom- 
bera bon du Iriaagle «or le pTolongemeiit de CB' jen B', et l'on 



^^ »nr. 



AC=Ap + (DB -i-B'C)' 

= AOV DB' + B'C-»- 2DB' X BC' 

= ÂB'+ B'cVsDB' XB'C. 

PROPOSITION XI; 



Transformer un rectangle donné en un autre rectangle 
équivaUnl, dont labase est donnée. 

Soient b, k les deux côtés du recUngle donné , B U base 
du rectangle cherché. On dierchera une quatrième propor- 
tionnelle aux trois lignes B, b, k (I. 3, p. 9); cette qua- 
trième proportionnelle est la hauteur du rectangle cherché. 
Car on aura 

B:A::A;^, 
d'où * X A = B X «. 

Or (p. l,c. l),6x Aest l'aire du recUngle donné; B xa: 
est celle du rectangle cODStruit sur B et x; donc celui-ci 
«■si équivalent au premier. 

PROPOSITION XII. 



Transformer un polygone donné en un Iria&gle équi- 
valent. 
l. Soit ABCDE le polygone. Tirez une diagonale DB qui 
sépare du polygone un triangle DBC; du point C menez 
CF parallèle à cette diagonale DB , jusqu'à la rencontre de 
AB prolongéen F, et joignez DF; le triangle DBF swa équi- 
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valent à DBG. Car ces deut triangles ont même base DB ; 
de plus, leurs sommets G , F , étant sur une droite CF pa- 
rallèle à la base DB, ces deux triangles auront aussi m^e 
hauteur. Donc ( p. 3 ) ils sont équivalents , et sans changer 
Taire du polygone donné , on peut remplacer le triangle 
DEC par DBF i ce qui transforme ABGDE en un polygone 
AFDE qui a un côté de moins. Si sur l'angle E on fait la 
même construction que sur G, on obtiendra le triangle 
GDF équivalent au polygone donné. 

II y a , en général, à faire autant de constructions que' 
ce polygcTne a de sommets, moins trois. 



PROPOSITION XIII. 



PROBLEME. 

Transformer un polygone donné en un carré équipa- 
ient , c'est-à-dire carrer un polygone. 

1^ Si le polygone donné est un parallélogramme, on cher- 
chera une moyenne proportionnelle entre la base et la hau- 
teur; cette moyenne proportionnelle sera le côté du carré 
demandé. Gar soient b,h la base et la hauteur, x la moyenne 
proportionnelle, on aura 

b : X :: X : h, d'où a:'= b xh. 
Donc x'', aire du carré fait sur Xj est égal k bxh, aire 
du parallélogramme. 

2^ Si le polygone donné est un triangle, le côté du carré 
sera une moyenne proportionnelle entre la base et la moi- 
tié de la hauteur. 

3^ Si le polygone n'est ni un triangle, ni un parallélo- 
gramme, on le transforme en un triangle équivalent (p. 13), 
ce qui ramène au second cas. 



'\ 
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Femarqae. Carrer une figure, ou en opérer la qvutdrature , êoni 
deux expiesftions synonymes. La quadrature du cercle aurait donc 
pour objet de trouver un carré équivalent à Faire du cercle. J^ cet 
effet il faudrait chercher une moyenne' proportionnelle entre 1^ 
circonférence et la moitié du rayon* Il faudrait donc savoir con- 
struire une ligne droite égale à la circonférence , en supposant le 
rayon connu. Ce problème n*est pas encore résolu. 



PFVOPOSmON XIV. 

V 

PROBLEME. 

Construire un rectangle connaissant Vaire, ainsi que 
la différence ouja somme des côtés adjacents. 
Fig. 124. 1** ^^ transformera Taire donnée en un carre équiva- 
leYit.Soil d'ailleurs CD la diflFérence donnée; sur cette droite 
comme diamètre on décrira une circonférence ; au point C 
on lui mènera une tangente CE égale au côté AB du carré; 
joignant le point Ë au centre 0, on aura deux segments EG, 
EF qui seront ieis côtés du rectangle cherché. Car, en pre- 
mier lieu, la différence de ces côtés est FG ou CD, qui est 
la différence donnée; en second lieu, à cause de la tan- 
gente EC et de la sécante EG , on a (I. 3, p. 24) GE : EC 

: : EC : EF, ou GE X FE = ÊC ; ainsi Taire du rectangle fait 
sur GE et FE; est égale à Taire du carré fait sur EG , c'est-à- 
dire à Taire donnée. 
Fia 125 ^* ^^'^ ^^ la somme donnée; sur cette ligne, comme 
diamètre, décrivez une deml-circoriférence; au point C éle- 
vez sur CD une perpendiculaire CE égale au côté AB du 
- carré: du point E menez à CD une parallèle EF qui coupera 
la circonférence en un point F; enfin , de ce point F menez 
FG perpendiculaire à CD, et CG, GD seront les côtés du 
rectangle cherché. Car la somme de ces côtés est égale à la 
ligne donnée CD; de plus, la perpendiculaire FG étant 
moyenne proportionnelle entre les segments CG, GD (L3, 
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p. 20), on a GD : FG :: FG : GC, d'où GD X GC = F^'= 

— 1 

EC. Donc Taire du rectangle, fait sur GD et GC, est égale 

à faire du carré donné, fait sur EC. 

Remarque. Si le carré avait son côté égal à la moitié de 

CD, en élevant GH perpendiculaire à CD et égale à ce côté, 

puis, menant du point H la droite HH parallèle à CD, on 

obtiendrait un point I tel que la perpendiculaire abaissée 

de ce point sur CD, passerait au centre , et on retrouve-.%^ 

rait CO et OD pour côtés du rectangle. Mais , si le côté du 

carré était plus grand que CO ou CH, la parallèle menée à 

CD, ne rencontrerait pas la circonférence, et le problème 

serait impossible.. Et' en efiPet, si Ton fait mouvoir le point 

Gde C vers D, les côtés du rectangle passeront par tous 

les états de grandeur qu'ils peuvent avoir entre zéro et CD, 

et le côté du carré, équivalent au rectangle, ne surpassera 

jamais 01, cfui est donc la plus grande valeur qu'il puisse 

avoir tant que la question est possible. 

^ • 

PROPOfifflON'XV. 

PROBLÈMES 

^ Construire une figure qui. soit setn^ble à. une figure 
donnée P, et qui ait une aire donnée Q* - 

Soit a une dimension de la figure P, x «on homologue 
Hans la figure inconnue que je représente par X. I^es figures 
Z' et X , étant semblables , sont entre elles comme ks carrés 
des xlimensions homologues (p. 7 ) ; ainsi 

Mais l'aire de X est égale à celle de ^/cequi change cette 
proportion en 

P \ Q\\ a.: x^. 
Cela posé, on carrera les figures P et Q; soient m, n 
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les o&tés des carrés , de façon que P n m, Q = n; rempla- 
çant P elQ par ni et ri, on aura 

m : n' :: a '• ^,, 
d*où mini'.aix» 

Ainsi on cherchera (1. 3, p. 9) une quatrième propor- 
tionnelle aux lignes m^ n^ a^ et sur cette quatrième pro- 
portionnelle jt, comme côté homologue de a^ on construira 
une figure semblable à P (I. 3, p. 19) ; cette figure aura 
son aire égale kQ. 

PROPOSITION XVI. 

PROBLèHE. 

^' Réduire une figure P aux \ , c'estrà-dire construire une 

figure semblable à la figure P, et qui soit à celle-ci comme 
2:3. 
Fiff 126 ^"^ ^"^ ligne indéfinie CE, portez f parties ^les de 
grandeur arbitraire de G en F ; à partir de F, prenez encore 
3 de ces mêmes parties de F en D, et sur CD, comme dia- 
mètre , décrivez un demi-cercle; au point F, élevez à CD une 
perpendiculaire FG jusqu'à la circonférence en G; tirez les 
cordes GC , GD et prolongez-les indéfiniment. Comme ici 
la figure cherchée est représentée par 2 et la figure donnée 
par 3, on portera sur GD, coté qui a pour projection FD 
égal à 3 parties, on portera, dis-je, sur GD une distance 
GH égale à une dimension AB de la figure P; du point H 
on mènera HI, parallèle à DG , jusqu'à GC en L Je dis que 
si sur GI , pris comme homologue de AB, on construit une 
figure semblable à P, elle sera égale à ^ de P. 

En efiet , à cause des parallèles ( 1. 3, p 7), on a 

GI:GH::GC:GD, 

d'où GI*:GH::GC:âtt. 



' 
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Biais dans le triangle CGD rectangle (1. 2, p. 22, c. 2) 
en G, les carrés des côtés de l'angle droit sont entre eux 
comme leurs projections sur Thypothénuse (p. 8, c. 2) ; ainsi 

GC:Gd'::CF:FD::2:3. 
Bapprodiant cette proportion de la précédente, on a 

GI:GS::2:3. 
Enfin , appelant X la figure construite sur GI, on aura 

(P-7) 

X : P : : GI : AB ou GH, et par suite 

X:P::2: 3.DoncX=|P. 

Remarque* On peut demander que la figure cherchée 
soit à P comme une ligne est à une autre. Dans ce cas, on 
prend GF égal à la première de ces lignes , FD égal à la 
seconde , et le reste de la construction est le même. 

PROPOSITION XVII. 

PROBLÈME. 

Étant donné^$ deux figuras semblables ABC, abc, en 
construire une troisième qui leur soit aussi semblable , et ^* 
qui, de plus , soit égale à leur somme ou à leur différence» 

1^ Si la figure cherchée doit être égale à la somme des 
deux figures données, on fera un angle droit sur les côtés 
duquel on prendra, à partir du sommet, les distances DF, 
DE respectivement égales à deux dimensions homologues 
AB, ab des deux figures données; on joindra EF, et sur 
cette ligne , comme dimension homologue à AB , on fera 
une figure EHF semblable à ABC; je dis qu'elle sera égale 
à ABC + abc. Car les figures ABC, abc, étant semblables, 
on a 
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ABC : ahc :: AB : ab, 
d'où ABC + abc : ABC i: AB -h aà : AB. 

Mais on a aussi EHF : ABC :: FE : AB. 

Or, à cause dû triangle rectangle EDF,on a FE = FD 



ED = AB + a^; ainsi, dans ces deux proportions, les 
trois derniers termes sont communs , et par suite EHF = 
ABC H- abc. 

S*" Supposons qu'il s'agisse de construire une figure égale 
à la différence des figures ABC, abc. Sur un des côtés d'un 
angle droit, on prend DE ^al à une dimension ab de la 
plus petite des deux figures; du point E comme centre, et 
d'un rayon égal à AB, homologué de ab, on décrit un arc 
de cercle qui coupe l'autre côte de l'angle droit en un point 
G; sur GD, comme homologue de AB, on fait une figure 
semblable à ABC , et cette figure GID sera ^le à ABC — 

abc. Car de la proportion ABC: a6c:: AB : ab, on déduit 

ABC — abc : ABC :: AB — ab: AB. 
Mais à cause du triangle rectangle GED, on. a 

AB — ab= Ge' — DE*=: Gd! 
Comparant donc cette proportion avec la suivante 

GID : ABC : : GD : : AB, on aura 

GID = ABC ^abc. 
Remarque. S'il (s'agit de Taire une figure semblable à ABC 
et ayant avec la somme ABC + abc un rapport donné, on 
cherche d'abord la figure GHF égale à cettesomme, ensuite» 
au moyen du problème précédent, on construit une figure 
qui soit semblable à GHF, et soit avec GDF dans le rapport 
donné. 




r 
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PROPOSITION XVII. 

THÉORàHB. 

Z6 lieu des poinUs de ehaewi desquele on peut mener dei tat^entes 
égales à deux cercles non concentriques, estune droite perpendieu- '"K* ^-''• 
laire à la ligne des centres. 

Soient A , B les oentroi des deax cercles ; soient deox tangentes 
CD, GB, et les rayons de oonUctAD, BB. Les triangles rectangles 

ADC. BCE donneront Cd"= AC - ÂxT , CE = BC — BE; par 
conséquent pour qae les tangentes CD , GB soient égales , il fant et 
il suffit que Ton ait 

ÂC — ÂD = BC — mT, 

on (1) ÂC -• BC*= ÂD — BÊ! 

Mats si du point C on mène CF perpendiculaire à la ligne des 
centres AB, on a aussi 

ÂC = Ai V CF* 

BC = BF-4-CF, 

d'où ÂC*— BC*= AF — ¥f. 

Comparant cette égalité aTOC (i), on en déduit 

(2) ÂF— iF'=ÏD-M!* 

Mais en yertu d'un principe connu ^ on a 

donc on a aussi Af'- BF = (AF •+■ BF) (AF — BF) = AD — VE. 

Or, de deux choses l'une, on la perpendiculaire CF tombe 

entre les deux centres , comme sur la figure 12d , ou elle tombe en 

dehors. Dans le premier cas, on a AF-f- BF = AB, et par suite, féga- 

Hté ci-dessus donne AF — BF = AD — BE , 

AB 

Connaissant ainsi la somme et la différence des deux distances AF, 
BF, on les déterminera, et l'on voit que ces distances ne dépendent 
que des deux rayons et de la distance des centres. Par conséquent , 
les perpendiciotlaires menées des différents points tels que le point 
C , tomberont au même point F ; donc le lieu du point C est une per- 
pendiculaire élevée en F à la ligne AB. Si la perpendiculaire CF 
tombe au dehors de AB , la relation (S) prouve que ce sera toujours 
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da c6té da centre daplas petit cercle. Dans ce cas c'est la différence 

AF * BF qai sera égale à. AB ,et U conféqneuce est la même. 

Si les cercles sont extériears l'on à l'autre , on a 

AB>AD-t-BE, 

d'où AB > AD -f-lÎE -4- 2 AD . BE 

par conséquent AB > AD + BB , 

et p fortioH ÂbV ÂD — ii! 

Si^es cercles se. coupent, mais que la corde commune passe 
entre la ]i([^ne des centres, on remarquera que dans le triangle 
qui a pour sommets les deux centres et l'un des points d'intersec- 
tion, les angles dont les sommets sont ces mêmes centres , sont 
aigus; donc (p, 8, c. 6), le carré du plus grand rayon est moindre 
que le carré de la distance des centres plus le carré de Faulre 
rayon , c'est*i-dire que le carré de la distance des centres est en- 

a ——a 

core plus grand que la différence AD — BE. Donc dans ces cas 

ÂF— B?<Âb', 

et le point F tombe entre les centres ; car pour un point F^ pris 
sur le prolongement de AB , on a 

AF' = BF' -4- AB , 

d'où If* > i?' -h AB 

et Ib<AF''— BF*. 

Dans tout autre cas GF tombe hors des centres. Donc le lieu du 
point G est une droite unique perpendiculaire à la ligne des centres. 

* DéFiNiTioN riti, Geiie droite a reçu le nom d'oo^e radical. 

PROPOSITION XIX. 

PROBLÈME. 

Construira Vaxe radical dé deux cercles, 

Fig. i2«. 10 Les deux cercles sont tangents. Dans ce cas l'axe radical est 
la tangente commune DE ; car si d'un point quelconque E , pris snr 
celte tangente, on mène les tangentes £Fy£Ckt-Pn a (1. 2, p. 23, 
r. I ) EF = ED . ED = EG ; donc FE = EG ; donc lesl«^;ente8 me- 
nées d'un point quelconque de DE sont égales. Il en estolkfême 
« si les cercles se touchent intérieurement 

Fig. 130. 2» Les deux cercles se coupent ; tirez la corde commune et pi 

longez-la indéfiniment , ce sera l'axe radical. En effet, soient me"- 
nées les tangentes EF , EG , à partir d'un même point de DG ; on <^ 
aura (1. 3 , p. 24) 

FE = EDXÉC , etEG*=EDxEG, 
d'où FE = EG ; donc GD est l'axe radical. 
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3* Enfla , left deoz cercles A , B n'ont aucoii point comman. On ^^„ |2g 
les coopéra tons, les deux par un troisième cercle quelconque L. 
Soient G , H les points où ce cercle coupe le cercle A ; I , K ceux 
où il rencontre le cercle B; tirez les sécantes GH, Kl qui se coupe* 
roBt en un point O, si le centre L n'est pas situé sur AB. Du point 
menez une perpendiculaire OG à la droite AB , et cette perpen- 
diculaire sera l'aie radical. Car d'abord les deux droites GH , IK se 
couperont sur leurs prolongements, puisque les cercles A , B n'ont 
aucun point commun. Ensuite , si du point d'intersection O on mône 
les tangentes ON , OU , on a ( 1. 3, p. 24 ) 

d'un c6lé ON = OG X OH , 

de l'autre 0M= 01 X OK. 

Mais OCr , ÛK étant des sécantes du cercle L, on a aussi (1. 3, p. 23) 

0GX0H = 0IXÔK. 
Donc ON = OM , et le point O appartient à l'axe ra- 

dical ; donc OF est cet axe. 



PROPOSITION XX. 

THÉORÈME. 

Si U$ centres de troit cercles ne sont pas en ligne droite , les axes 
radicaux de ces cercles, pris deux à deux, se coupent en un même 
point. 

Il y a deux cas à considérer : 1^ L'intersection dé deux des axes 
radicaux n'est dans l'intérieur d'aucun des 3 cercles. Soient A , B, Fig. 128. 
G les centres des 3 cercles ; GQ , PQdeux axes radicaux qui se cou- 
pent au point Q. Si du point Q on mène des tangentes aux trois 
cercles, celles qui toucheront les cercles A , B seront égales, puis- 
que le point Q est sur la droite CQ, axe radical de ces deux cercles. 
Par une raison semblable , les tangentes menées de ce même point 
Q aux cercles B, G, sont égales. Donc les tangentes menées du 
point Q aut cercles A , G sont égales, et le point Q appartient à l'axe 
radical de ces deux cercles fp. 18). Par conséquent ce troisième 
axe passe également au point Q. 

^ L'intersection de deux des axes est dans l'un des cercles A ; 
par suite, ces deux axes DE, GI coupent ce cercle. Soit DE l'axe Fig- 131. 
radical qui lui est commun avec le cercle B qui passera nécessai- 
rement aux points D , E. Soit F le point où cet axe est coupé par 
celai des cercles B, G. Ge point F, se trouvant sur la corde com- 
' mune aux cercles A, B, est donc aussi dans le cercle B, par consé- # 

Ifluent , ce second axe coupera le cercle B en deux points G , I , et le 
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troisième cercle passant nécessairement par G et I , le point F est 
aassi dans l'intérieur dn cercle C. 

Hais les points G » î sont nécessairement situés, l'un dans le cercle 
AyTautrean dehors , vu que la droite GI passe par un point de la 
corde ED commune à A et B; par conséquent , le cercle C coupera 
le cercle A aussi en deux points L, H, et Je dis que la corde HL 
passera par le point F. Car si FH n*était pas le prolongement de 
FL, soit FH' ce prolongement; supposons qu'il coupe le cercle A 
en H' , le cercle G en H'^ A cause des cordes LH' , ED qui se cou- 
pent dans le cercle A, on aura (1. 3, p. 22) 

FE X FD = FL X FH'. 
De même, dans le cercle G , on a 

FG X FI = FL X FH". 
Enfin, le cercle B donnant FE X FD = FG X FI , 
on conclut , FL x FH' = FLxFH", 

d'où FH' = FH" , ce qui est absurde ; donc 

FH est le prolongement de FL, et l'aie radical des cercles A, G 
coupe les deux autres au même point F. 

^ DÈFiyiTiox IX, L'intersection des 3 aies radicaux a reçu le 
nom de centre radical, 

PROPOSITION XXL 

THÉORÈME. 

Fig. 132. Lonqu'un cercle en touche deux autrei de lamême manière , pourvii 
que les points de contact ne soient pas sur la ligne des centres des 
cercles touchés , l'aœe radical de ces deax-ci et la polaire de leur 
centre de similitude directe relativement à l'un de ces deux mêmes 
cercles, sont des lignes homologues . par rapport au point commun 
é ce dernier cercle et au cercle tangent. Si le contact a lieu de diffé- 
rentes manières , l'axe de similitude inverse remplace Vaxe d^ simi- 
litude directe. 

Soient C, C les deux cercles touchés tous les deux ectéricure- 
ment par le cercle G" en H et G. Le point G sera le centre de simi- 
litude inverse des cercles C, C" ; le point H sera celui des cercles 
Cet C" (l. 3, p. 31, r. 1 ); donc si Oest le centre de similitude di- 
recte des cercles C j C, ces trois points H , G, O sont en ligne droite 
(1. 3, p. 38 , cl). Joignez ces trois points : la droite OH coupera 
les cercles C, C , eu deux autres points K, I. Aux points H , I me- 
nez au cercle C les tangentes IF, Hf qui se couperont en un point 
F, et comme la sécante IH est menée du point O, ce point F appar- 
tiendra à la polaire du point O pir rapport au cercle G ( I. 3, p. ii , 
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c. 1 };. celte polaif'e se confondra donc ayec la perpendiculaire 
FL menée du point F sur le diamètre GO qbi passe an pôle O (ib). 

Cela posé, la tangente FH , commune abx deox cercles G, G'' , 
est leur axe radical ( p. 19 ). De même , si en G on mène la tangente 
GB commune aux cercles G^ G'^ , elle sera leur axe radical; par 
conséquent, le point B où ces deux axes se coupent est le centre 
radical des trois cercles (p. 29), et si de ce point B on mène AB 
perpendiculaire à la ligne des centres GG' , cette droite BA sera 
l'axe radical des cercles G, G'. 

n s'agit donc de prouver que les droites FL,BA sont homologues 
par rapport au point H , centre de similitude des cercles G , G'; et 
comme ces droites sont parallèles, il sufQt de prouver que les points 
F, B, où elles sont rencontrées par un même rayon vecteur FHB , 
sont homologues. Or, les points I, G, pris sur deux figures sem- 
blables, c'est-à-dire sur les cercles G, C*', et sur un 'même rayon 
yectenr sont homologues ; mais les centres G , G^^ le sont aussi 
(1.3, p. 31 ) ; donc les rayons GI, G^'Gsont parallèles (1. 3, p. 12), 
elles tangentes IF, GB, respectivement perpendiculaires à ces 
rayons, sont aussi- parallèles. Donc les droites IF, BG, parallèles et 
menées par des points homologues, sont homologues, et les points 
F, B, où elles rencontrent le rayon vecteur FB, sont homologues. 
Par conséquent les parallèles FL, AB le sont. On raisonne de 
même dans tout autre cas. 

Remarque. Si les deux cçrcles G , G' étaient égaux, leur centre 
de similitude directe O n'existerait plus ; la droite HG serait paral- 
lèle à la ligne des centres^GG^ et la droite FL passerait au centre G, 
sans cesser d*étre homologue de Taxe radical ÀB. 



PROPOSITION XXII. 

^THEOREME* 

Joules Us fois qu'un cercle C^^' en touche trois autres G, G^ G^' de Yig, 133. 
la rnéme manière , le pôle de taxe de siMUtude directe de ces trois 
cercles, pôle pris par rapport à l'un de ces cercles, est en ligne droite 
avec leur centre radical et avec le point où ce cercle est touché par C"\ 
Si le cercle C' ne touche pas les trois autres de la même manière , 
l'axe de similitude directe est remplacé par un axe de similitude in- 
verse passant par le centre de similitude directe des deux cercles qui 
sont touchés de la même manière par C"*, 

Soit O le centre radical des cercles G, G', G''. Soit SS'^S' Taxe 
de similitude directe de ces cercles (1. 3, p. 38); pour en déter- 
miner le pôle par rapport au cercle C , on n'a qu'à mener de deux 

10 
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poinU S', S'' de cette ligne des tengentes à C; le poiBt B, intenec- 
tion des cordes de contact DE, DF » spre le p61e ( 1. 3» p. 44}. Mais 
la corde DE est aussi la polaire da points^' par rapport aa cercle C 
(1. 3, p. 44, c. 2) ; si de plus oa mène OA^', axe radical de G , G\ 
d'après la proposition précédente ces deax droites DE, OA'' seront 
homologues par rapport au point 1 oli se touchent C et C"\ De 
même la corde DF et Taxe radical OA' des cercles G , C" sont ho-, 
mologues par rapport au point I. Donc D» intersection des deux 
cordes , et O , intersection des axes radicaux , sont homolofues par 
rapport au point I, et les trois points D, I, O sont en ligne droite. 
On prouTera de même pour les autres cas. 



PROPOSITION XXIII. 

PaOBLÈMB. 

Fig. 133; Décrire un cercle tangent à trois cerclée donnU C , G% G". 

Gherchez Taxe de similitude directe SS' det trois cercles et dé- 
terminez-en les pôles D, D', f par rapport à chacun de ces trois 
cercles ; soit d'ailleurs leur centre radical; joignez*le aux trois 
' pôles par les droites OD, ODS OD''. Ges droites couperont les 
cercles correspondants en des points I, F, I" qui , d* après le théo- 
rème précédent , seront les points où les cercles donnés seront tou- 
chés par le cercle cherché. Ainsi les droites IG , l'G', I''G" prolon- 
gées so couperont en un point G'" qui sera le centre de ce cercle 
cherché. 

Il existe un cercle qui enireloppe les trois cercles donnés eu les 

touchant. Pour le trouver prolongez ID jusqu'à sa seconde inter- 

. section avec le cercle G ; faites de même de l'D', V'J}'' par rapport 

aux cercles G^ G'' ; les trois points ainsi déterminés seront ceux où 

le cercle enveloppant touchera G, G', G". 

. Outre les deux cercles tangents qulon vient de déterminer et qui 
touchent chacun les trois cercles donnés de la même manière, il 
y a encore six cercles tangents. H y en a un qui touche le cercle G 
extérieurement en enveloppant G', G" ; un autre touche G', C" ex- 
térieureUient, tandis qu'il enveloppe C. Pour trouver ces deux cer- 
cles on remplace les deux centres de similitude S', S'' par les centres 
de similitude inverse que fournit le cercle G comparé avec chacun 
des cercles G', G'^ et l'on opère comme ci-dessus. 

Si dans ces dernières constructions on remplace le cercle G par 
G' et réciproquement , on aura encore deux cercles tangents. Enfin 
on trouvera les deux derniers en remplaçant G par G^^ 



itemarquê. Si les troU cercles donnés sont égaux , l'aie de simi- 
litode directe n'existe plus ; mais le centre radical est dans ce cas 
le centre commun des deux cercles qui touchent les trois cercles 
donnés de la même manière. 

La construction ci-dessus, toute élégante qu'elle est, offre l'in- 
conrénient d'être complètement en défaut lorsque les centres des 
IfcUs cercles donnés sont en ligne droite : on y suppléera plus bas. 

Cette même construction donne la solution des problémei oà il 
t>git de déterminer un cercle par trois conditions qui consistent en 
oe qve ce cercle doit touplier des cercles , topch^r des dioites o|i 
Pfwser pfir des points donnés. Il suffit pour cela de regarder une 
droite comme un cercle .d*un rayon infini , et n» point comme vp 
cercle d'un rayon nut Nous n'entrerons pas dans la longue discus- 
sion à il«qoeUe cette manière de Toir conduit. Voici des solotions 
directes ponr qaelques*nns des problèmes dont il s'agit. 



PRePOSITKMï XXIV. 

PROBCEHE. 

é 

Par deuaf points C, C" faire passer un cercle tangent à Un cercle Fig. 134. 
donné C. 

Par les points C% C* faites passer un cercle quelconque qui ren- 
contre le cercle donné en deux points D , B; tirez la corde DE que 
TOUS prolongerez indéfiniment; tirez de même G'C : il y aura deux 
cas. 1« Si les droites DE, C'C se rencontrent, du point d'intersec- 
* tion A menez au cercle donné G les tangentes ÀF, ÀF';' soient F, 
F', les points de contact. Par les trois points F, G', G'' on fera passer 
an cercle ; ]e dis que ce cercle sera tangent au cercle donné G. 
Gara cause des sécantes AG'', AE , on a (1. 3, p. 23). 

ADXAE = AG"XAG'; 
d*nn autre côté la tangente AF et la sécante AE , donnent (1. 3, p. 24) 

ADxAEr^AP 

— a 

Comparant cas deux égalité», on en tire AC" X AC = AF. 
Ainsi AF est moyenne proportionnelle entre AG'' el AG'; par 
conséquent la circonférence menée par les trois points F, C, G', 
louchera la droite AF en F (1. 3, p. 24, c); donc elle sera aussi 
tangente an cerdc G en F. Il en de même du cercle déterminé 
par les trois points F^ , G', G''. 

2» Si la droite DE est parallèle à G'G'^ les points F, F' seront 
sur une perpendiculaire à G'G'\ menée du point G. 

10. 



i tO oiomtnit. 

Pour démontrer la conslrvetlon du eerole O*, oo remarquera d'à- 
berd que les qoaire pointa D , B' , G'% H sont sar une circoufSrence 
de cercle. Caries sécantes SA , 9G" dans le cercle A'AG" donnent 

SA:SG''::SH:SA'. 
Mais si Ton Joint D'A', les triangles rectangles semblables SA'D^, 
0AD donnent SA : SIV : : SD : SA'. 

De ces deux proportions on conclut qne 

SD':SG"::SH:SD; 
jce qui montre que, en effet, les quatre points 1>, G", H , B^ sont sur 
une circonférence. Cela posé, je dis que cette même circonférence 
toucbe le cercle donné C au point D'. Car la tangente GB' et la sé- 
cante GA' par rapport au cercle G' donnent 

GB' = 6A'X6F; 
les deux sécantes GA' GG" ; dans le cercle À'AG" donnenA aossi 

GA'X6F~GG"XGH 

d'où GD' = GG"XGH, 

et de là on conclut que le cercle qui passe par les trois poinU 
C'^ H» B', est tangent euB' : il a donc son centre qeelqaeparts«r 
C'B' prolongé. Reste à prouTer qu'il est tangent en B à la droite 
GA. Or, si au point I, milieu de BB', on élève à BB' une perpendi- 
culaire , le centre du cercle se trouvera en O, intersection de cette 
perpendiculaire avec G'B'. Ainsi , joignant OB , on aura un triangle 
isoscéle OB'B dans lequel Fangle OBB' sera égal à B'SA' parce qae 
ces angles, sont respectiTcment égaux aux angles opposés au som- 
met en B'. Bono OB est parallèle à SA, et pat conséquent perpendi- 
culaire à CB, et le cercle décrit du point O ayec le rayon OB sera 
aussi tangent à CB enB. 

11 y aurait swr cette construction dîfîérentes remarques à faire. 
On se bornera à faire obsenrer qu'elle peut se déduire soit de la 
proposition 25 » soit de la proposition 24. 

Bnfln, le nombre des solutions des problèmes sur le contact des 
cercles subit des réductions lorsque les données ent certaines |h^ 
sitioas partienlières. Par exemple si trois eercles sont conceniri* 
qfses, il n'existe aneun cercle qui les touche tous les trois. 
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LIVRE V. 



LES PLANS. 



PROPOSITION I. 



THÉORÈME. 



Far trois points A, B, C, non len ligne droite, on peut 
faire passer un plan, Fig. 138. 

Tirez la droite iadéfidie AB ; dass un plari qudoonqijie . 
EF, tirez une droite quelcon<iue, et prenez-y une distance 
Â'B' égale à AB. Placez le point A' sur A et le point B^ sur 
B, ce qui permet de donner au plan EF une infinité de po- 
sitions autour de AB, puisqu'une droite peut tourner sur. 
elle-niéme sans chaîner de position dans l'espace. On peut 
donc faire tourner ce plan autour de AB jusqu'à ce qu'il 
s'appuie sur le point C, et dès lors les trois poitits A, B, G 
sont dans ce plan* 

Du reste, par les trois points A, B, C on ne peut faire 
passer qu'un seul plan. Car (1; 1^ p- 1) deuxplansseconfon- 
dent s^s ont de commun trois points non en ligne droite. 

Corollaire 1. Deux droites AB^AG, qui se coupent, sont 
dans un même plan et déterminent ce plan. Car, si outré 
le point d'intersection A on prend un point B sur l'une 
des droites et un point G spur l'autre, ces trois points dé- 
terminent un plan qui contiendra les droites AB, AC , puis- 
que diacune d'elles y a deux points (1. 1, d. 7)* 
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Fig. 130. Corollaire 2. Deux parallèles déterminent un plan. Car 
elles sont dans un même plan (1.1, d. 16);maisonne$au- 
rait faire passer plus d'un plan par ces deux droites. Car 
on peut y prendre trois points A, B, G, non en ligne 
droite, et tout plan qui contient les deux parallèles con- 
tient aussi ces trois points. 

PROPOSITION II. 

THÉORÈME. 



y 



Fig 140. 



Si deux plans se coupent, leur intersection est une ligne 
droite. 

Je dis d'abord que cette intersection ne saurait se réduire 
à un point. Car soient CD, AB deux .plans qui ont le point 
H commun. Par ce point H tirez dans le plan CD deux 
droites indéfinies KL, GI; si'les deux portions de droite 
HK, HG sont d'un méhie côté du plan AB, les deux parties 
HL, HI seront de Tautre côté, de sorte que la droite Kl, 
menée d'un point quelconque de HK à un point quel- 
conque de HI , sera dans le plan CD, et percera le plan AB 
en un point M. Ce point M et le point JM déterminent une 
droite HM qui aura deux points H , M dans chacun des 
deux plans AB, CD, et sera ainsi tout entière dans chacun 
de ces plans. L'intersection de$ deux plans comprend donc 
la droite HM; je dis de plus, que les deux plans ne sau- 
raient avoil* de commun que les points de cette, droite in- 
définie. Car s'ils avaient de commun un point situé hors 
de cette droite, ce point, avec les deux points H, M, for- 
mant un système de trois points non en ligne droite, les 
deux plans qui les Contiendraient chacun, se confondraient 
eo un seul et même plan (I. 1, p. 1), 

Remarque. L'intersection d'un plan et d'une droite ne 
peut jamais se composer de plus d'un point; car si une 
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1 droite a deux points dans un plan, elle y est tout entière 

I (i.i,d. ;). 

DépiKiTion I. Le point d'intersection d'une droite et 
d'un plan s'appelle le pied de la droite sur le plan. 

PROPOSITION III. 

THéORèUE. 

' ^ Une droite AB perpendicubure à deux autres BC, BD, 
qui passent à ion pied B dans un plan GF est perpendicu- 
laire à toute autre droite BE, menée par ce pied B dtms 
k même plan GF. 

Puisque les droites BC, BE, BD sont dans un mâme 
plan GF, on peut mener une droite CD qui les coupe toutes 
les trois. Soient G, E, D les points d'intersection. Prolon- 
gez la droite AB vers A', et après avoir pris les deux dis- 
tances AB, A'B égales, mais arbitraires, joignez les points 
A et A' à chacun des trois points D, E, C. La droite BD 
sera perpendiculaire au milieu de AA'; donc AD =i A'D; 
par une raison semblable ÂG ^ A'C. Par conséquent, les 
deuX' triangles A CD, A'GDontIccôté CD commun, Iec6té 
AD ^ A'D, le côté AC =: A'G, et sont égaux. Cela posé, 
faites tourner le triangle A'GD autour de CD pour le su- 
perposer avec ACD; le point A' viendra se placer en A, et 
comme le point E ne change pas , la droite EA' coïncidera 
avec EA. Donc ces deux distances sont ^les; mais AB est 
aussi égal à A'B. Ainsi la droite BE a deux points B et E 
Clément distants des extrémités A et A' de AA' ; donc 
BEestperpendiculairesurAA', et réciproquement A'A' ou 
AB, est perpendiculaire à BE. 

-^ DÉFINITION II. Une droite AB, perpendiculaire à toutes 
celtes qui passent à son pied B dans un plan GF, est dite 
perpendiculaire à ce plan. 



154 GioMérftiB. 

Bemarque. Par uq point B, fa\s dans un plan GF, on 
peut toujours élever une perpendiculaire à ce plan. En effet, 
dans un plan quelconque abc faites l'angle droit abe; dans 
un second plan, mené par o^^ faites l'angle droit oAdL Main- 
tenant, dans le plan GF, faites au point B un angle CBD 
^a^ à cbd, et superposez l'angle cbd avec CBD ; la droite 
ab sera perpendiculaire aux droites BG, BD, et par suite 
au plan GF. , o î^ ^ ^ "\^ 

PROPOSITION IV. 

THÉORÈME. 

Deu^ perpendiculaires à un même plan ne peuiueni se 
couper ni dam le plan, ni hors du ]^an, et deux plans 
perpendiculaires à une même droite ne pem^ent se couper 
ni sur ta droite , ni hors de la droite* 

1^ Supposons que d'un point B pris sur un plan GF, on 

Fiff. 141» P^^^ élèvera ce plan deux perpendiculaires BA , BH. Ces 
deux droites déterminent un plan (p. 1, c. 1) qui coupera 
le plan GF suivant unC^droite BC. Or AB , qui est par hy- 
pothèse perpendicoiaire au plan GF, le sera à là droite BC 
çii passe par son pied dans le plan (d. 2); de même BH 
serait perpendiculaire à BC. Donc au même poiilt B d'une 
droite BG , on pourrait, dans un plan qui contient BC , 
élèvera cette droite deux perpendiculaires BA, BH, ce qui 
est impossible. 

Supposons maintenant que d'un point A , pris hors du 
plan 6F} on puisse mener à ce plan deux perpendiculaires 
AB, AD; soient B» D leurs pieds, et soit tirée la droite 
BD. Si AB , AD sont perpendiciilaires au plan GF, elles le 
seront à la droite BD (d. 2); donc le triangle ABD aurait 
c^eux angles droits , ce qui est impossible. 

Fig. 442. 3^ Sî <^x plans LF, DF, perpendiculaires à une même 
droite AB, pouvaient se couper en une droite GF qui r^i- 



UYRB y. 155 

coBtre AB en un point G, soit menée par ce point G et 
dans le plan DF, la droite CD diffiérente de GF, et soit 
conduit un' pbn par AB et pio* GD. Ge plan coupera le 
plan LF suivant une droite GG, de sorte que les trois 
droites AB, GD, GG sont dans ufi même plan. Or, la droite 
ÂBy étant par hypothèse perpendiculaire au plan DF, le sera 
à la droite CD (d. 2) ; par une raison semblable AB sera 
perpendiculaire à GG ; donc au point G de la droite AB on 
pourrait, dans le plan ACD, élever à cette droite deux per- 
pendiculaires, ce qui est absurda 

Enfin , supp^oÀs que deux plans EG, CI, perpendicu- P<?* ^^3* 
laires à une droite AB , se coupent suivant une droite GH 
qui ne rencontre pas AB. Soient D, F les points où ces 
plans rencontrent la droite AB ; joignez ces points à un 
point quelconque G de ta droite GH. Puisque AB est per- 
pendiculaire à chacun des plans CI, EG, elle Test au^it 
droites CF, CD qui partent du point C, ce qui est impos- 
sible. V 

Corollaire. Toutes les perpendiculaires CD, CE , CF, éle- pig. 144. 
vées en un même point C sur une droite AB sont dans 
un même plan perpendiculaire à cette droite. Car les deux 
droites CD, GE déternfinentunplan perpendiculaire à AB, 
pubque AB est perpendiculaire aux deux droites DC, GE • 
qui passent à ^on pied dans ce plan. De même, le plan des 
deux droites CE, CF est perpendiculaire à AB. Donc ces 
deux plans CED, CEF, perpendiculaires à la même droite 
AB au même point G , se confondent. 

Il suit de là que si l'on fait tourner Pangle droit ACD 
autour de son côté AC supposé immobile, le côté CD, qui 
necesstt'a pas d'être perpendiculaire à AC , décrira le plan 
DGF perpendiculaire à AB. 

Remarque. Eh un point C pris sur une droite AB, il est 
toujours possible d'élever un plan perpendiculaire à cette 
droite. Car il suffit d'y élever dans deux plans respectifs 



'/ 
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Fiff. 145. 



ACD> kŒ, menés par AG, lès perpendiculaires CD, CE 
dont le plan sera le plan demandé. S'il s'agit de mener 
à AB un plan perpendiculaire par un point extérieur D, 
de ce point D on mène sur AB une perpendiculaire CD, et 
au point G on élève sur AB une seconde perpendiculaire 
GE dans un plan AGE, différent du plan AGD. Le plan 
DGE sera le plan demandé. 



PROPOSITION V. 



THEOREMOE. 



y. Si d'un point A , pris hors d'un plan EF , on mène à ce 
plan une perpendiculaire AB et différentes obliques AG, 
AC', etc., à différents points G , G'... du plan : 

1® La perpendiculaire AB sera plus courte que toute 
oblique; 

2^ Les obliques qui s'écartent également de la perpen- 
diculaire sont égales ; 

3® De deux obliques qui s'écartent inégalement de la 
perpendiculaire, celle qui s' écarte le plus est la plus longue. 

Si l'on joint le pied B de la perpendiculaire aux pieds 
C, G', G"... des obliques, rien n'empêche de faire tourner 
autour de AB les triangles rectangles ABG^ ABG'', etc., 
jusqu'à ce que leurs côtés B G', BG",etc., viennent se con- 
fondre avec la droite GD; les obliques et Is? perpendicu- 
laire étant dès lors dans le même plan GAD, la question est 
ramenée à la proposition 12 du premier livre. 

Remarque, Les pieds G, G', C'^** des obliques égales 
AG, AG^ AG''... étant également âistants du pied B de la 
perpiendiculaire, setrouvent sur une circonférence de cercle 
dont le centre est ce même point B. 
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PROPOSITION VI. 

THÉORÈME. 

Uun même point A 9 pris hors d'un plan , soit menée sur j,. ^ ^^^ 
un plan une perpendiculaire AB «^ une oblique AG ; «iTon 
j'oin^ les pieds de ces deux lignes par la droite BG, qu'au 
pied C de l'oblique oh mène dans le plan 6H une droite 
EF perpendiculaire d BG , je dis que EF sera aussi per- 
pendiculaire à la droite AG. \ 

Prenez EG = GF, joignez BE et BF qui seront égales / \ 
comme obliques également éloignées de la perpendiculaire ^ < 
BC. Par conséquent si l'on tire AE, AF, ces deux droites . 
seront aussi égales comme obliques également éloignées de 
la perpendiculaire AB (p. 6.) Donc la droite AG qui a deux ^ 
poin ts A , G , également éloignés de E et de F, est perpendi- ' 

culaire à EF. 

Corollaire. La droite EF perpendiculaire aux deux droi les \ 
CB, G A , l'est par conséquent au plan GBA (p. 3). ^. 

PROPOSITION VII. 

THÉORÈME. 

Si une droite AB est perpendiculaire à un plan GF, toute «j^ ^ ,- 
droite GD parallèle à AB , est aussi perpendiculaire à ce 
plan; réciproquement, deux droites perpendiculaires à 
un même plan, sont parallèles. 

Soient B, G les pieds dès droites AB-, GD suivie plan 
GF; tirez BG, et au point G menez dans le plan GF la droite 
CE perpendiculaire à BG. Si l'on joint le point G à un point 
quelconque A delà droite AB, le corollaireprécédentprouve 
que EG est perpendiculaire au plan AGÇ. Or DG , qui est 
parallèle à AB, est dans le plan AGB ; donc EG est perpen- 
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dicuiaire à CD, et réciproquement CD est perpendiculaire 
à CE. Mais puisque AB est perpendiculaire au plshi 6F, ëhe 
Test à BG; donc CD, qui est parallèle è Al^^est aussi per- «h 
pendiculaire à BG* La droite CD étant ainsi perpendicu- 
laire à deux droites GB , GE menées par son pied dans le 
plan GF, l'est à ce plan (p. 3, d. 1). 

Réciproquement, si les deux droites AB , CD sont per- 
^ pendiculaires au plan GF, elles sont parallèles. Car si l'on 
tire BC , et qu'au point G dans le plan GF, on mène CE per* 
pendiculaire à BC , qu'on joigne le point G à un point quel- 
conque A de AB| la droite AG est perpendiculaire à CE ; 
CB l'est aussi , ainsi que CD qui est perpendiculaire au plan 
GF. Donc les trois droites BC, AG, CD sont dans un même 
plan, comme étant perpendiculaires aune même droite en 
un même poitit ( p* 4 , c). Mais puisque AB, CD sont dans 
un même plan et qu'elles ne peuyent se rencontrer comme 
étant perpendiculaires à un même plan (p. 4) , elles sont 
parallèles. 
Fig. 148. Corollaire 1. Deux droites A , B, pataUèles à une mime 
X troisième G, sont parallèles entre elles. Menez un plan DE 
perpendiculaire à la droite G ; puisque la ligne A est pa- 
rallèle à G, d'après le théorème précédent A sera aussi per- 
pendiculaire au plan DE; par la même raison B est aussi 
perpendiculaire au plan DE. Donc les deux droites A, B 
sont perpendiculaires au même plan DE, et sont par con- 
séquent parallèles. 

Corollaire % D'un point D, pris hors d'un plan GF, on 
peut toujours mener une perpendiculaire :à ce plan. En 
effet, élevez au plan GF, par un point quelconque B pris 
dans ce plan (p. 3, r.) , une perpendiculaire AB; par AB 
et par le point D menez un plan , et du pok^tD menez dans 
ce plan une droîre DC parallèle à AB ; oelte dr^f^DC sera , 
en rei'tu du théorème précédent, perpendiculalreaÏ!yî[^" 
G¥. 
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DÈFiNmoN 3. Une droite est dite paraUèle à un plan 
lorscpie, prolongée indéfiniment, elle ne peut le renoon- 
trer; réciproquement, le plan est dit paraUèle à la droite. 



1^ WIOPOSITION VIII. 

THÉORènC. 

Si une droite AB esi parallèle à une autre CD située 
dans un plan EF, cette droite AB est parallèle au plan; 
réciproquement , si une droite est paraUèle à un plan, elle 
l'est à toute droite située dans ce plan , pouruu que ces 
deux droites soient dans un même plan. 

V" Puisque les droites AB, CD sont parallèles , elles sont Fig. 149. 
dans un même plan ABDG qui coupe le plan EF dans la 
droite CD ; la droite AB ne peut pas sortir du plan ABCD; 
si donc elle pouvait couper le plan EF, ce ne pourrait être 
qu'en quelque point de llntersectîon CD ; mais elle est 
parallèle à CD; donc AB ne rencontrera pas le plan EF, 
et lui est parallèle. 

3^ Réciproquement , supposons la droite AB parallèle au 
plan EF, et prenons dans le plan EF une droite CD, située 
avec ÂB dans un même plan ABCD. Puisque AB est paral- 
lèle au plan EF elle ne saurait rencontrer CD qui est dans 
ce plan. Donc les droites AB, CD, qui sont situées dans un 
même plan et ne se rencontrent pas, sont parallèles. 

Corollaire 1. Si un plan EF est parallèle à une droite 
AB , et que par un point C pris dans ce plan on mène une 
parallèle à AB, cette parallèle est dans le plan EF. Car, 
sans cela , le plan ABC couperait le plan EF suivant une 
parallèle à AB, menée parle point C, de façon que par ce . 
pointe on pourrait, dans le plan ABC , mener deux paral- 
lèles à AB, ce qui est impossible. 

Corollaire 2. Une droite AB , paraUèle à un plan EF , 
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Tirez AG^ qui rencontrera le plan Q en un point E; menez 
BE , EB^ ce et ÀA'. Les droites BE, CG^ sont parallèles 
comme intersections du plan AGG^ par les plans parallèles 
Q, R (p. 9) ; donc on a (1. 3, p. 7) 

AB:BG::AE:EG'. 
On a de même A'B' : B'G' :: AE : EG', 
d'où AB:BG:: A/B':B/G'. 

Fîg. 15(». DÉFINITION IF. On appelle angle dièdre ou simplement 
^ dièdre, Tespace indéfini compris entre deux plans AD, AC, 
qui se coupent. 

Les deux portions de plan AD, AG, limitées à Tintersec- 
tion AB, mais indéfinies d'ailleurs , se nonitnent les faces de 
l'angle; AB est appelée V arête, Oji désigne l'angle dièdre 
par quatre lettres dont la première est placée sur l'une des 
faces, les deux autres sur l'intersection , et la quatrième sur 
l'autre face. Ainsi l'angle des plans AD, AG, se nomme DABC. 
On peut aussi quelquefois désigner l'angle dièdre par deux 
lettres placées sur l'arête. 

Pour se faire une idée nette de la grandeur relative des 
angles dièdres, on peut supposer que le plan AD, d'abord 
couché sur AG , tourne autour de la droite AB pour prendre 
successivement les positions AD, AE, AF, etc. A mesure 
que le plan mobile avance dans ce mouvement , l'angle 
dièdre qu'il fait avec AG, augmente, tandis que celui qu'il 
fait avec le plan AH , prolongement de AG, diminue. Lors- 
que l'on compare deux angles dièdres sous le rapport de 
leur grandeur, on fait abstraction de la figure de leurs faces, 
qu'on peut supposer indéfiniment prolongées d'un côté de 
l'arête; de sorte que l'égalité et l'inégalité de ces angles 
doit s'entendre comme dans les angles plans (1. 1). 

DÉFINITION F. Un plan BF qui fait avec un autre plan 
^' *^^- HAG deux angles dièdres égaux FABG, FABH, est dit per- 
pendiculcure à ce second plan HAG, et ces angles dièdres 
sont appelés droits. ' 
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Remarque 1. Tout pian AD, autre que BF, et que l'on 
conduirait suivant AB, ferait avec HAG deux angles dièdreB 
in^ux DABC , DABH , de sorte que par une droite AB 
prise dans un plan HAG , on ne saurait élei^er plus d^un 
flan perpendiculaire au premier. 

Remarque 2. On reconnaîtra facilement: P que les deux 
dièdres adjacents DABC, DABH, que forme le plan' ABD 
avec le plan indéfini HAG, valent ensemble deux dièdres 
droits; 

3^ Que les dièdres consécutifs formés autour d'une même 
droite, prise pour arête commune, font ensemble quatre 
droits; 

3"* Que si deux plans indéfinis se coupent, les dièdres op* 
posés sont égaux. 

PROPOSITION XV. 

THÉOBÈME. 

Si une droite GD est perpendiculaire à un plan PQ, tout ». . .g 
plan AG, conduit suivant cette droite GD, sera perpend^^ J 

culaire au' même plan PQ. 

Soit AB l'intersection des deux plans. Goncevons que le 
plan BG soit la réunion de deux plans* superposés BG , 
BC% et queGD, G'D soient de méme.deux droites superpo* 
sées. Au point D menez dans le plan PQ la clroi^^, EF per- 
pendiculaire à AB; supposez maintenant que l'angle dièdre 
CfiAQ tourne autour de AB, jusqu'à ce que la face BG coïn- 
cide avec BE ; je dis. que la face BQ viendra coïncider avec 
BC^ En effet, la droite DF est perpendiculaire à DB par con- 
struction; elle l'est à DC, puisque DG l'est au plan PQ; 
donc DF est perpendiculaire au planBG (p. 3). Donc, lors- 
que le plan BG coïncidera avec BE, la droite DF, qui ne 
cesse pas de lui être perpendiculaire , le sera au plan BEet 
coïncidera avec DG' qui est censé rester fixe; par consé- 
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quént^ le plati BDF colsoidé avec BDC' ou BGS al l'angle 
dièdre FBDC avec G'ÂB& Donc te plan AC lait aVee PQ 
deux dièdrea égaux ; il est donc perpettdiOuliire à PQ^ 

Coroliaire^ Un plan PQ, perptildioiiUireà unedroiie 
CD 9 Test à tout plan AC , inteé par celle drcdie. 

PROPÔBinON XVK 

THÉORÈME. 

Fig. 156. A' deux pians AC, PQ sontperpêtiâiéutairês, et tjue dans 
te premier AC on tnètïe une droite OC perpenâiôulaîre à 
V intersection kR^ cette droite AC sera perpendiculaire à 
Vautre plan fQ. 

Considérons encore les deux droites âUperpôSées DC, 
DC. Si au point D, pied de DG sur le plan PQ, on mène 
dans le plan PQla di^oiteËFper^eûdîôUlaireà AB, et qu'on 
fasse tourner le dièdre CBAQ autour de AB pour le faire 
coïncider avec son égal Q'BAP, le plan BF viendra coïnci- 
der avec le plan BG^i et ôonmie les angles BAP, BDC' sont 
droits, la droiteDÊèoîndderaâvecDC^; itiais tandis queie 
plan BG coïncide avec BE , la droite CD se superpose avec 
DE, à cause des angles droits CDB, EDB. Donc l'angle CDF 
coïncide avec C'DE; par cfOtiséquent, ces deux angles sont 
égaux et droits. Ainsi la droite CD est perpendiculaire à la 
fois aux deux droites DF, t^; donc die f^àt au plan BP ou 
PQ que ces deux droites déterminet^t. 

PtioiH)srnoN xvn. 

THÉOaÉME. 

«S deux plans AC , PQ sont perpendiculaires^ et qu'en un 

''• * point D de l'intersection AB, on élève au plan PQ une per» 

^ pendiculaire DC^ ceiteperpendiculaire sera dans lepkm AC 
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Car, si par cette perpendiculaire DC^ el par AB , on mène 
un plan G'B, ce plan est perpendiciilaire au plan PQ 
(p. 15); mais le pian AC est déjà perpendipulatre au plan 
PQ, et il pas(se également par AB; d'aîUeurs, par AB on ne 
peat élever au plan PQ qu'un . senl plan perpendiculavc 
( d. ô. T.). Donc ce plan C'B coïncide avec le plan AC, et la 
droite r/D, qui se trouve dans le plan C^DB, est aus$i dans 
le plan AG. 

PROPOSITION XVHI. 

TH£OaàlIE. 

Toutes les fois que deux plans XDfACj perpendiculaires pig. 157. 
à un même troisième plan FG se coupent , leur intersection 
AB est aussi perpendiculaire à ce troisième plan FG. 

Car si au point 6 on élève une perpendiculaire au plan 
FG, comme ce point B appartient à la fois aux deux inter- 
sections BC, BD, cetteperpendiculaire.se trouvera à la fois 
dans les deux plans At), AC , en vertu du théorème prëcé^ 
dent. Donc elle coïncide avec leur intersection AB , qui est 
par conséquent p^pendicuJaif e au plan FG. ^ "* 

PROPOSITION XiX. 

Deux angles dièdres CABD, C'A'B'D' sont entre eux pj |^g 
comme les angles j^ans CAp,C'A'D' ga'o» obtient m cou- 
pant chaque dièdre par un plan perpendiculaire à Varète. 

On remarquera d'abord que tous les plajiS perpendicu- 
laires à i'arète AB, fournissent des an^es plans égaux» Car, 
soit un second angle EBF, résultant de la section du dièdre 
CABD par un autre plan EF perpendiculaire^ Tarète AB; je 
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dis que Tangte EBFest ^1 à CAD. En' effet les plans CAD, 
EBF, étant perpendiculaires à une même droite AB, sont 
parallèles (p- 4); par conséquent , les droites AC, BE sont 
parallèles comme intersections des deux plans parallèles 
EF, CD par le plan BC (p. 9 );.par la même raison les droites 
AD, BP sont parallèles; donc les angles CAD, EBF, qui ont 
les cotés parallèles , sont égalât (p. 12). 

Supposons main tenant que les anglesCAD, C^A'D' soient 
entre eux comme deux nombres entiers 3 et 2, c'est-à-dire 
qu'une commune mesure soit contenue 3 fois dans Tangle 
CAD, et 2 fois dans l'angle C^AO)'. Partageons l'angle CAD 
en 3 parties égales CAa^ nAb, etc.; l'angle C'A^D^ contien- 
dra deux de ces parties. Par les lignes de division de l'angle 
CAD et par l'arête AB, faites passer les plans Ba, Bb, etc,; 
par A'a^ et A^B'' menez le plan B^aL Je dis que les dièdres 
consécutifs, formés par ces plans, sont égaux. En effet, pla- 
çons l'angle C'A^a' sur son égal CAa; la droite A^ , pei- 
pendiculaîre au plan CV^ coïncidera avec AB, perpendi- 
culaire au plan Ca; par suite, le plan B'C^ coïncidera avec 
BC , le plan B'a' avec Ba, et le dièdre C'A'B'a' avec CABa. 
On démontrera de même que les autres dièdres partiels 
sont égaux. Or le dièdre CABD contient 3 de ces dièdres 
partiels, tandis que C'A^B^D' en contient 2; donc 
CABD : C'A'BOy :: 3 : 2 :: CAD : C'A'D^ 

Comme Tangle C'A'D' varie d*ane manière contlnoe avec le 
dièdre C'X*h^B\ U P^^P^'^été'pfggggjÊ^^eA encore vraie dans le 
et» où les ûDglea CAD, C'A'B' n'ont «ly^- '^mmnne mesore. 

Remarque I. Le théorème nr.u^ ''ésente aussi 

^ous renoncé suivant: L'aJ^^T'^^' '^^ ^'^^e 
^ ^^^fe pian toma ^ «^^ dièdre a da kw 

^^du^esleàcetàKmcé^^^ 
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plan GDF Test aussi, puisque les deux angles dièdres CDBQ, pig. ise. 
CDBP élant égaux, leurs mesures CDF, CDE sont égales. 

Corollaire. Soient deux plans parallèles liL, FG coupés pjg^ 151^ 
par un troisième plan AC. En un point quelconque A de 
rintersection AB , menons un plan IG perpendiculaire à 
AB; il sera aussi perpendiculaire à DC qui est parallèle à 
AB; soient HL, lE, MG les intersections de ce quatrième 
pian avec les plans respectifs IG, IK, FG; les angles de ces 
droites mesurent ceux des plans; mais lE, MG sont parai- 
lëies (p. 9) ; donc entre les angles dièdres que forme un 
plan qui coupe deux plans parallèles , il existe les mêmes 
relations qui ont lieu lorsqu'une droite. coupe deux droites 
parallèles. De même, deux dièdres qui ont les faces parai* 
lèies chacune à chacune, sont égaux ou supplémentaires. 

DÉFINIT ion ri. Un angle polyèdre est Fespape indéfini Fig. i59. 
c(»Qpris éntreplutieurs plan» qui se réuBfiaseitt en un même . 
point S qu'on appelle le sommet; les angles ou plans ÀS6, 
BSC, CSD, DSA, qui comprennent l'angle polyèdre, sont 
appelés les faces; les droites AS, SB, etc., «ont les arêtes. 

Si l'angle polyèdre a trois faces,- on le nomme angle 
trièdre ; s'il en a quatre, angle tétraèdre , etcl 

En énonçant un angle polyèdre, nous placerons toujours 
la lettre du sommet au commencement. 

DÉFINITION VII. Un angle polyèdre est convexe , s'il, est 
situé tout entier d'un même côté par rapport à l'une quel- 
conque de ses faces prolongée indéfiniment dans tous les 
sens , de sorte que ce prolçngement ne peut couper aucune 
autre face, à moins qu'on ne la prolonge aussi. 

Remarque, Un angle trièdre dont chaque face est moindre que 180<» 
est toujours convexe. Car, soient ASB, ASC , BSC trois faces dont Yig, 160. 
chacune est moindre qne 180>. Prolongeons une des arêtes Tertf 
D; la face ASB, qni cnnpe ASC; sutTant AS . ne peut pins covper 
cette face ASC dans Fintérieur de Fangle ASC ; car, puisque l*angle 
ASC est plus petit que 180°, SB , prolongement de Fintersection 
de ASB avec ASC , ne peut pas se trouver dans Tangle ASC. — (La 
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%are pr/^eotr les arcs de cercle 991 i9e9ureot lee àHUrenU an- 
gfe».) * 

An contraire , ftil angle tHèdre qttt a ntie oti i^lmleiirs fa'ces plus 
ff aadei qltè ±99»^ a« «a«ratt éttw noawie. Car aoit un iÉgla ftrié- 
dre ayant pour foces ceUea «Lui^aeDl nieiuréei par les arcs AB , BC, 
AEDG ; si Ton proIong;e la fbce ASB , elle coupé la face SÀDC « sui- 
vant SO, et décompose rangle trièdre en deut parties , dont t'ane 
«si raoglé tfMra cotiteie SBGD, et r^Mte eet rangfe diéére 
EADB» L'aàgle Iriédjre pr^^posé 4taat alMi côtpé parr^De de s«b 
faces prolongées, n'est pas eoDirexe« Un angle polyèdre, qui a plos 
de trois faees , peut cesser d*être convexe , sans avoir des faces 
plttS graoAes qae 180«. 

Tout ouf U jM)2yMf a iMm eùnv^sDû «Il dèo9mp4^iohl& e* emgUs dié^ 
dr$8€î en angles polyèdres convexes. En effet, considérons une faee 
qui prolongée coupe Tangle polyèdre. Ge sera ou sur la ^ce ad- 
^HMflle oti sor nêié face opposée q«e VlBletneetlott a flet». le pre- 
laémr «a» ne peut anrhrer qaaa^il y-a des fiiceaplo» gmdjis^we 180». 
Si ce cas arrive en effet » la face qu'on prolonge retranchera de 
l'angte total un angle dièdre, tout en substituant à la face qui est 
t^ gratideiqr«el6(Hitne fltcenloindreqiiéfSO^/satoIr ce qttfreste 
daeetlehèk, «pté94tt'«Dra a dtélM*. (On Toii^'lafif^ ÉtO ccMiiiient 
les choses ae passent. Si la faee qu'oaprploage^enci^ntre ane face 
opposée , c'est qu'elle décompose l'angle polyèdre en deux autres 
qui ont tdofûft de fot^esque celtiMà. lyotic, en contimrant ceffé sé- 
rie d^i>pératioiis sur toutes Ses face» quicoopeul Tangle po^fédre, 
on ponrra ae débarrasser de toutes les faoea supérieures à 18^ et 
réduire les angles polyèdres partiels à d'autres qui ont moins de 
faces , ce qui condaira finalement à de» angles triêdrés. Donc tout 
atigltt itIèAre sa MsoimpeMra en anglea âiédrea et -eti angle» pi»lyè- 
dres convexes , poisqae tevi^gld liriédra d^ai )ef faceé aeiH moio- 
dres que 180° est convexe. 

Xki aitgle polyèdre qui a des faces égales bu supérieures à 180" 
lier mtirail ^re «ottteté. 
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THÉORÈME. 

Dans tout angfe trièdre conveûce S ABC, la plus grande 
faee est moindre que la somme dès dmtx ojutfts. 
Fig. 16i. '^^ A^^ *^ V^^ gfandc fece; dans !e plan de cette face 
raites l'angle BSD égal à BSC, et tracez-y une droite BA qui 



mcOBUfe le» trobfdroîMs Sft, fiDv &ày firiMé à i^à^fiK du 
poituS; puélMfe 8C dgAlàSD, et joi^[iièB€Bi CA. Leatrbu^ 
gids BSD> BSC aulront m ângk égal «^mpriâ entre o&tétf 
%inH el feront égaut ; doùo DB 2 CB« Mm9 mi â AB <! 
AC + CBi rtMinofasmt d'va calé DB^ de f aulre SM igàl 
GB» onoufà AD < AC. Geb posé, te triaiigks ASD^ASG 
aurOBl feoâléSA cottumm » le ooté SD égdt à 6G^ tt teoèlé 
AD < AG IKtaiô (1« 1 , p« 7) l'angle ASI> < ABC? ajcmtMt 
d'uQ côté l'angle DSfi , de l'autre son égal GSB, on a 
ASD ^-DSB on ASB < ASGh-CSB. 
Remarque. Par conséqueol dans un angle IrièdreMH^ 
vexe chaque faloe est plua petite que 1a soiAiiie ded ddux 
autres» ;^ ' • 

PRûPoàniOii îoci. ' 

THÉORÈME. 

Dans tout angle pofyèêm ii&k¥éM Ui somme des faces „. ^^^ 
est moindre que 4 angles droits. 

Puiaque l'angle pôljfèdre\esleon¥eokéiy tm peut toufMrs 
mener d'une infinité de Uaani&res uïi plan qui -nmcontre 
toutes les arêtes (et oM pas «{uekpics arèles et les pvèldn- 
gementsdes autres)^ 

Soit SABCDJ^ l'iNi^ peljèdre^ iAGÇB un (4aii.4]ui W 
tû&it à cette coiiditkm^ le polj^ne ÀBCDfi» fmaé par . 
riatersectîen de ee pUn et des ihé^ de l'atigle polyèdit^ 
estisonveKe. D'un point Q| pris dai» l'intérkulr demff^^ 
gone^menef atUE sooamètsJiesdroîtesOA, OB, OG^ etù.; ee 
qui formera autouï* du point O autant de Iriangtes qu'il y èti 
a autour du peûit &^ par conséquent la sominedie tous les 
angles deL triangles en O est é^^le à la aonme de tous les 
ao^ des uiai^^ en Se Mais dans l'angle triôdre oonTexe 
forméen Apar les troisfà«es£AB, BAS, SAB, ialSioeEAB 
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ou BAO+OAB est moindre que lasomniedes deux autre» 
EAS + SAB. De kBéme, ÀBO + OBC < ABS + SBC ^ 
OCB + OCD < BGS + SCD, etc.; amsi ia somme des 
angles formés sur les bases, en A, B, C, D, E est plus petite 
dans les triangles en O que dans les triangles en S ; d«nc, 
par. compensation , la somme des angles en # sera plus 
grande que la somme des angles en S; mais la première 
yaut quatre droits ;donc la seconde est moindre que quatre 
droits. 

Remarque» Ds^ns lei angles polyèdres non convexes, la 
somme des fitces n'a pas de limite. 

DiFiifiTiojf rni. Dans deux angles polyèdres composés 
de faces égales chacune à chacune, j'appellerai angles diè- 
dres homologues ceux qui sont formés par des faces égales, 
chacune à chacune; j'ai^ellmii arêtes homologues celles, 
qui sont aux intersections de ces faces. 



PROPOSITION XXIK * 

Deux angles trièdres, qui ont les faces égales chacune 
à chacune, ont €uusi les angles dièdres homologues égauar. 
Fig. 168. Soieqt S et S^ les deuxangles trièdres; supposons que les^ 
faces désignées par les mêmes lettres soient égales de part 
et d'autre* Par un point C, pris à volonté sur une arête SG, 
soit menée dans la face ASD la droite CE perpendiculaire 
à SG , et 4aAS la face CSB la droite Cf* Clément perpen- 
diottlaire à SC. L'angle ECP sera la mesure^ du dièdre ASCB 
ou SG (p. 9, r« 1). Ayant pris enisuitesur SG une distance 
SD arbiUraiire, mais plus grande que SG, on prendra sur 
SA un point A , tel que la . droite DA rencontre CE en un 
point E , situé entre D et A; on prendra de même sur SB 
un point B tel que DB coupe GF en un point F, situé en&è 
D et B. Enfin, on tirara AB et EF. Ensuite, on prend S'G^ 
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= se, S'D' = SD, S'A/ = SA, S'B' ==: SB, et on r^ète, 
du reste, sur le trièdre S' les constructions déjà faites sur 
S; on aura ainsi plusieurs systèmes de triangles égaux, 
savoir: 

Les triangles SAD, S^A^D' qui ont l'angle ASD = A'S^ 
par hypothèse , le côté AS = A^S^et SD =S/iy; donc l'angle 
ADS = A'D'S' et le c6té AD =i A'D^ 

Les triangles DSB , D'S^B' , égaux par une raison ana- 
logue, donnent l'angle I^B = S^D^ et lecâtéDB ^ D/B^ 

Demânè, les triangles ASB, A^S^^ égaux encore par 
une raison semblable, donnent le c6té AB = A'B^ 

De là il résulte que les triangles ADB , A'D^B^ sont équi- 
latéraux entre eux et que l'angle ADB = A^B^ 

Mais de ce que SD = S'D^ et SG = S^G^ on conclut que 
CD = G/D/; d'ailleurs, dans les triangles CDE, G/D'E/, les 
angles C et G^ sont droits, les angles en D, et D/ sont égaux 
comme on yient de le prouver; donc aussi ED =: E'D/, EG 
= WQf. On prouve de même que FD = F'D' , FG rz F'G/. 

D'ailleurs, les triangles EDF, E^D^F^ sont aussi ^aux 
puisque l'angle EDF = E^D/F/, le côté DE =: D'E/, le côté 
DF z= D/F/; donc EF = E/F'. 

Donc enfin les deux triangles ECF, E^C^F^ ont les trois 
cotés égaux chacun à chacun, et les angles EGF, E'G^^^ op- 
posés à des CQtés égaux, sont égaux. Or ces angles mesurent 
les dièdres SD , S^^^ et par conséquent ces dièdres sont 
égaux. 

On raisonne de même pour les autres. 

Remarque 1. Supposons les faces ASB, A<S^^ placées 
sur un même plan de façon que les arêtes homologues SA, 
S'A' soient parallèles et de même sens par rapport aux som- 
mets S, S/, que de même SB, S^B^ soient panrilèies et de 
joême sens. Deux cas peuvent se présenter par rapport aux 
arêtes se , S^C/. 

1* Elks peuvent être dirigées du même côté du plan 



ASS/B^* Da^» 08 <M CM dit q«e le* fcoii égilet 4«i deux 
4iigto triàdrcs «ont «fnbbbtawent disposée» 4q iMit ei 
d'autre; d« pb»» les angtes tfiàdiw «o«t wpenpi^ftbles. 
Car si l'on place S^A^ sur SA, S^B^ sur SB , l'arèle S^O r«6- 
tera,parr«pponaiipl«iiA^,duiiiêqiiec6té^iie$C« elle 
dièdfe S'A' ooilieideni aveetos 4g»l SA, et te diàdre 6<B^ 
avec SB. Ainsi les dan itiàdres eomôderoot* 

V b» arèbesSC, 8Ç/ peHteot éune dirige l'une SC 
ea sfTttt d« plan ^SSiB^^ Fwtiv S'O, derrière «e pla«u U 
eat évident que si V<m place ioî S^A^ sur SA, S'J^ «nr SB, 
l'arête SH> «ood^era derrière le pim SAB, tandis 4iueSC eat 
en avant* Que si, pour foire tomber S^O en avant de ce 
plan, on phce l'arèle S'B^ sur SA, S^A^ sur SB, on reeon* 
naîtra que, ledièdre S^ n'étant pas égal au dièdre SA, la 
ooincidence n'aura pas lieu. Bile ne ^'effectuerait ^e fii les 
fiices ASC, BSC étaient égales entre elles, de même ipe 
A/S^C, B'S4>, c'est^Hlîre si les ai^es Unèdres étaient iso* 
scèles. Eu effet, dans oe cas on prouvera uonHieulemeat 
que le dièdre SA est ^|al à S'A', mais encore que ce même 
dièdre SA eat égal à S^B', de aorte que les 4 dièdres SA, 
S'A' , SB , S'B' sont égaux; par «conséquent, si Fonntf par^ 
vient pas à superposer les deux angles trièdres en plaçant 
S'A' sur SA et S'B' sur JSB, on y i^nssira M plaçant S'B' 
sur SAct S^Ay mur SB. 

Deuzan;^ trièdres qui ont les laoes égales deux à deux» 
et par conséquent les angles dièdres homologues ^us» 
peuvent donc être superposaUes on neo* Dans le premier 
cas ils sont dits ^ux, dans le aecond on dît qu'ils sont 
ifmétriqiies ou égainx par symétrie. 

Pour former le sjmétrique d'un angle triàdne, co in^ 

diqnera des» moj&DS : 

Fig. 164. *' SoitSABC l'angle donné. Prolonges les arêtes AS, BS. 

es au delà du sommet S; l'angle SA^B/C wsr^ le ajaté* 

trique de SAfiC. Car les faces «ont égk)aà chacune & cba- 
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cune comme opposées àu sommet. De phis , si , sans faire 
quitter à la face B^SA^ le plan ACB^ÂS on fait tourner l'an- 
gte SA^'C^ autour du point S , de manière que chacun des 
points A^, B^, etc. ^ décrive autour de A une demi-circonfé- 
rence , le point A< viendra en A , le point B' en C , et les deux 
faces WSAU CSA seront superposées psur leurs arêtes hor 
molognes; maïs comme la droite OB perce le plan ACA^B^ 
en S, il arrivera , après cette superposition , que les arêtes 
SB , se seront dirigé^ de différents côté$ par rapport à la 
face oommune ASC;, donc les deux angles trièdres sont 
symétriques. Il s'ensuit que si par un point quelconque on 
mène des droites parallèles aux arêtes d'un angle trièdre» 
toutes dans le même sens, on formera un second tHèdre 
égal au premier; si on les mène toutes en sens contraire, 
le second est le symétrique du premier. 

2« Soit SAQC Tangle triédre ; d*an point C , pris à TOloûté sur me p. ^^ 
arête SG , menei^ sur la faoe ASB la perpéndiGalaire €D, qoi reticon- '^* 
tre cette fbce eo on point D ; prolongez CD de Tantre côté de cette 
face , à nne distance BG' égale à DG ; Joignes SG' : rangle SABG' 
sera symétrfqne de SABG. Car si dn point D on mène nne droite 
quelconque AB , qni rencontré SA , SB en des points A» B , qn*on 
joigne ces denx points anx points G, G', les droites AG , AC' seront 
égales. En effet , GG' étant perpendîeniaire an plan ASB, rest i la 
droite AB ; àe pins GD=sG^D. Les deux obliques AG , AG' s*écartent 
donc égatemenl de la perpendicnlaire et sont égales. Be mène 
SG =SGS BG = BG^ Par conséquent les triangles ASG , ASG' sont 
éqnilatéranx entre enx et les angles A6€ , ASG' sont égaux. Pareil- 
lement les angles BSG , BSG' sont égaux. ITaprés cela les deux 
angles trièdres SABG, SABG' sont oompris sons des faces égales ' 
ebacane à chacune. La superposition par deux arêtes hoimtoguet 
est déjà faite, et les arêtes SG, SG' tombent de part et d'antre de la 
face commune. Donc les deux angles (rièdres sont symétriques. Il 
est évident maintenant que si un angle triédre tabe se eompese de 
f^ees égales à celles de SABG , ce nouTol angle sera superposable 
soil avec SABG, soit avec son symétrique^ SABG'. Gar si l'on sup- 
pose que les faces désignées de part et d*autre par les mêmes let- 
tres soient égsfies , et que l'on place sa sur SA , sb sur SB, comme 
r angle dièdre cêàb = GSAB = G'SAB, e»a coïncidera ou avec GSA 
ou avec G4A , et ranglë triédre $ eefncridera soit a^ec SABG , sè4t 
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ayec SABC^ De là .on coDclnt qa^ayec trois faces données on peut 
former tout ao plus deux angles trièdres, symélri^ues Tun de Vautre. 

Bemarque 9. Pour établir d*uûe maaière précise les propriétés 
des aMgles polyèdres , eonyexes on non, on va poser nne conyen- 
Fig. 166. tlon sur la manière de compter les angles dièdres. Soient deux 
plans ASB , BS€ quise terminent à leur intersection ; traçons dans 
ces plans deux arcs de cercles AB , BG du centre S et d'un rayon 
arbitraire ; en ton point a de AB élevons au plan ASB nne perpen- 
diculaire be que nous prolongerons de part et d*antre de quantités 
arbitraires en h et c; si Von suppose en a un spectateur qui re- 
garde le point B, ayant la tête plus près du point S que les pieds , 
il aura le point c à sa gauche , le point 6 à sa droite. Supposons que 
eette perpendiculaire se meuve vers B, puis que le point a passe 
snr BC sans traverser aucun des deux plans, de sorte que le point 
6 prendra la position b', le point c viendra en c' ; Tangle dièdre qne 
le point b n*anra pas quitté sera appelé Tangle de droite ou l'angle 
formé :è droite; celui qne le point e n*aura pas quitté sera appelé 
Tangle de gauche. Lorsqu'il s^agira des angles dièdres d'un angle 
polyèdre , nous supposerons qu'ils soient pris , ou tous à droite , ou 
tous à gauche ; mais il faudra supposer que le centre commun de 
tous les arcs soit an sommet S. 

Dans un angle polyèdre convexe , les angles dièdres pris dens un 
sens convenable sont tous moindres que 180» ; un pareil angle po- 
lyèdre peut être regardé comme ayant un intérieur et un extérieur. 
Un angle polyèdre non convexe a des angles dièdres plus grands , 
d'autres plus petits qne 180<» ; il n'est pas toujours possible de trou- 
ver un plan qui coupe toutes les arêtes d'un pareil angle polyèdre, 
et les mots intérieur, extérieur, appliqués dans ce cas, pourraient 
n'avoir qu'un sens fort vague. Supposons maintenant qu'on donne 
nn système de faces qui doivent se suivre dans un ordre déter- 
miné, et que nous nommerons à partir de l'une quelconque, 1^, 
2*, 3' , etc. , face ; supposons de plus que chaque face doive com- 
prendre avec la suivante un angle dièdre donné, ces angles étant 
pris tons à gauche , ou tous à droite. Je dis : 1« qu*il est impossible 
de former plus de deux angles polyèdres qui remplissent ces con- 
ditions; 2<* que s'il est possible d'en former un, il est aussi possible 
d'en former un second qui n'est superposable avec le premier 
que dans certain cas que nous préciserons plus bas» 

1^ Soit ASB la premièreiaoe donnée ; il s'agit d'assembler d'a- 
bord avec celle-ci , par l'arête SB , nne seconde face faisant avec 
elle un angle dièdre donné , ce qui ne peut se fSsire que de deux 
manières ; soient SBC , SBC ces faces dont la pr«qûère fisii avec 
ASB l'angle donné, à droite , la seconde à gauche; daH^ces plans 
on fait avec SB les angles CSB , C^SB égaux à la seconde>M don- 
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née. Maintenant chacan des angles polyèdre* commencés ne penl 
s'acheyer qne d'une maniôre ; car dans rua et Tantre les angles 
dièdres sont donnés, ainsi qne lé sens dansleqnelon doit les prendre. 
Par se on fait donc passer un plan qui comprenne ayec SGB, à 
droite, an angle dièdre BG8D égal an second dièdre donné, et on 
fait Tangle GSD égal à la 3< face; par SC' on mène un plan qui 
comprenne avec le plan G'SB, à gauche , un dièdre D'SC'B égal à 
DSCB, et dan» ce plan on fera l'angle G'SD' = GSD; en continuant 
ainsi, on formera les deux angles polyèdres qui peuvent répondre 
à la question. On n*en irouyera jamais plus de deux .* car s*il en 
existe un troisième , superposons ayec ASB la face qui est égale à 
celle-là V et ce par les arètts homologues; la face égale à GSB tom- 
I bera ou sur celle-ci on sur C'SB , puisque Tangle dièdre qu'elle fait 
I avec ASB est égal à ASBG ; à partir de là, la superposition aura lien 
I ayec l'un ou ayec Tautre des deux angles déjà formés. Ainsi ayec 
I des faces et des dièdres donnés de grandeur et de position relative 
oa ne peut jamais former plus de deux angles polyèdres. Qne si Tun 
des deux était construit et qu'on demandât de faire l'autre, il suffi- 
rait de prolonger an delà du sommet toutes les arêtes du premier. 
C'est ce qu'on reconnaîtra ici, comme on l'ayu pour l'angle trièdre 
fig. 144 

Deux angles polyèdre^ qui ont tous lenrs éléments égaux et plà« 
ces comme on yient de l'expliquer , sont appelés symétriques. Un 
aogle polyèdre est superposable ayec son symétrique , toutes les 
fois qu'il est possible de le décomposer kii-mème en deux angles 
polyèdres symétriques, au moyen d'un plan mené par le sommet. 
Si d'an point pris à volonté on mène des parallèles aux arêtes 
d'un angle polyèdre, chacune dans le même sens que l'arête cor- 
respondante > on formera un angle polyèdre égal an premier ; si on 
les mène en sens contraire, on obtient le -symétrique de l'angle 
donné. 

PROPOSITION XXÎII. 

TRÉOràliE. 

Avec trots faces données , dont chacune est moindre que 180<», on 
^ ' peut toujours former un angle trièdre , pourvu que ehaeune d'elles soit 
moindre que la somme des deux autres , et que la somme des trois faces 
«' aotf moindre que 360°. ^^^S 

1- Parmi les trois faces données on en choisira uniTqnf ni soit pas ^|g. 107. 
^^ 'moindre que chacune des deux antres. Soit BAG oêtie ll||e ; sur 
li'feA on placera l'angle BAD égal à l'une de ces deux-là , et sur AG 
î^ t^^fi^^^ G^B ^^^^ ^ lA troisième , l'un et l'autre dans le plan de BAG. 

1%'^ 12 
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Ba point A oonme eestre et d'un rayon arbitraire AD décrirez an 
oercle ; do point D où H eoope DA abaissez sur AB ta perpendi- 
cnlaire BB^ : Tare BD^ »era égala BB ; de mâma da point E menez 
£E' perpendiculaire à AC ; Tare CE' sera égal à CE. Or comme 
rangle BAC < BAD 4* C AE , Varc BG sera anssi < BD -h CE on que 
BB' 4- CE'; ainsi le point E' tombera an delà de B' par rapport an 
pointe ; d'ailleurs puisqne Tangle BAC n*est surpassé ni par Tangle 
GAE ni par BAB, les points B', E' ne dépassent pas les extrémités 
. de Tare BG. Enfin, la somme des trois angles donnés étant moindre 
que quatre droits , le point E ne sera situé entre les points B et B. 
Bonc les points E , E' sont de différents côtés de la corde BB^ de 
sorte que les deux cordes BB', EE' se couperont dans le cercle 
en un point I. Par ce point I élevez au plan BAC une perpendicu- 
laire IK; par IKet parBB' imaginez un plan, et dans ce plan décri- 
Tcz du point G comme centre avec le rayon GB nn arc qui cou • 
pera cette perpendiculaire IK en un point K, puisque GDou GB' 
> GI ; joignez KA ; je dis que ABKG sera Tangle triédre cherché. 
Car puisque GK = GB , que AG est conmiun et que les angles 
AGB , AGK ( p. 6 ) sont droits, on aura AK = AB et Vangle GAK 
= GAB. Joignant KH, on aura aussi un angle droit RHA (p. 6), 
et les deux triangles AKH, AHE seront égaux ; car outre les angles 
droits en H, ils ont le côté AH commun, les côtés AK, AE égaux 
entre eux comme égaux à^AB; donc Tangle KAH ss HAE , et l'angle 
triédre ABKG est formé avec les trois faces données. Si au lieu 
de la face BAB on donnât la face BAF telle, que BAC lût > BAF 
-h GAE , la perpendiculaire FF' menée du point F sur AG ne cou- 
perait pas EE' dans le cercle , et la construction serait impossible, 
ce qui est d'accord avec la proposition 20. 

La figure 168 représente la construction dans le cas où les trois 
angles donnés sont obtus. 
FIg. 109. Si la somme des angles donnés est plus grande que 300<>, la cihi- 
struclion ne réussit pas non plus , en supposant chaque face moin- 
dre que 180«. Soient BAG , BAB, GAE les trois faces , BAG n'étant 
inférieure à aucune des deux autres. Bu point A comme centre et 
d'un rayon arbitraire on décrit encore une circonférence. Puisque 
aucune des faces ne surpasse 180°, les points E, B ne seront pas 
sur l'arc BG ; l'arc BB sera d'ailleurs > K , et si l'on prend BB' = 
BB , GË' = GE ,. on a aussi BB' -4- GE' > BG. Ainsi les points E , E' 
tombent do même côté de la corde BB', de sorte que les cordée 
£E', BB'^MsiCOuperont pas dans le cercle. 
Bemarmie, Siron donne trois faces a,h,e, dont l'une a soit pins 
* grandeanw iSO^, on cherchera à construire l'angle triédre dont 
les facersont 360° — a > b , c. On opère de même si deux des faces, 
on si les trois, sont plus grandes que 180°. 




I PROPOSITMMï XXJV. 

I TaéonàiiE. 

Sid'Hnpointo,pri»daiuiatangle IrièdreoPmtaeeOàBC, 
on ahaUse aur les trois faces AOfiy ÂOG, BOC de» perpeu- 
ëcttkurea oe, ob^ oa, on déterminera un noiivei angle 
trièdre convexe rabe dans kquet let fkces aob y boe , aoc 
nmdra aufpUmenU des dièdres OC, OA, Ot> eandû çim 
Us diidres oa,.oh,ot tont ta suppiémeats des^ faces BOC, 
AOCAOR 

Soient a, ii c les (Hed& àes perpeadîcnlaires oa, oh', on 
sur les faces respectives BOC , AOC, AOB i- par ce» perpéii* 
dicvlaire», prises deas à deux, aieneï te» ptans teob, aoc , 
hoc qui couperont les arêtes de l'angle trièdre. O en <ls* 
points C, B, Adjoignez kb, Kc, Ba, kc, Ca, Cfr. 

Je dis. d'abord cpie chaque iH-ète de l'angle est perpeo- 
dicalairê à une (ace de l'angle o. En effet, le pJan noA est 
perpendiculaire auplanÂOC, comme passant par une droite 
o6 perpendiculaire à ce dernier ( p. là); le même plan aob 
est aussi perpendicutaire as plan BOC, eemme passant par 
la droite ao perpendiculaire à cehii-^. Donc les denx plans 
AOC, BOC sont perpendiculaires au plan aob, et , par con- 
quent , leur întenection OC est aussi perpendiculaire au 
plafn(idd(p. 18). On prouvera de même que l'arête (ffî est 
perpendiculaire au plan aoc , et que OA Test au plan boc. 

Cela posé, la droite oc, perpendiculaire hu plan AOH, 
l'est aux droites kc, Bc menées par son pied dans ce pitio; 
donc l'angle AcB formé par deux perpendiculaires menées 
à un même point de l'arête oc, dans les faces kco, Beo, me- 
sure ledièdret!o(p, 19);maisA0 étant perpendiculaire au 
plan cob, l'est à kc, située dans ce plan; ainsi l'angle ÙKr 
est droit; de même l'angle OBc est droit. Donc le quadri- 
latère BOAc a deux angles droits en A. B, et par suite l'angle 

» 12. - 
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AOBjfiice de l'angle trièdreO, est le supplément de l'angle 
AcB qui mesure le dièdre oc de l'angle o. On démontrera 
de même que le face AOG est le supplément du dièdre ab , 
et que la face BOG est le supplément du dièdre oa. 

De même, puisque l'arête AO est perpendiculaire au plan 
boc, elle Test aux droites A^, Ac, dtmt l'ange bkc me- 
sure , par conséquent , le dièdre AO. Or bo étant perpen- 
diculaire au plan AOC, l'angle \bo est droit; par une rai- 
son semblable l'angle Acc7 est droit; donc, dans le quadri- 
latère bock, l'angle èkc qui mesure le dièdre AO est 
supplément de boc, face de l'angle o. On reconnaît de 
même que les dièdres BO, CO sont les suppléments respec- 
tifs des faces aoc, aob. 

Remarque et défiiâtion. Les deux angles et o sont dits 
supplémentaires l'un de l'autre. 

Corollaire 1. Dmtx anglei triidrei qui ont le* dièdres égaux cha- 
ctin à oAaeun lonl égaux ou rgméiriquet. Car, puisque daa» les deai 
anglei trièdre» proposés les dièdres sont égant chacDB i ctiacmi , 
les Iriédres «applémentaires aaronl le^faces Égales ctiacane t cha- 
cooe; par conséqaeDt ces trièdres sapplèmentaires aaront aasii 
leurs angles dièdres égaax Chacan à chacun; donc enfla les trid- 
dres proposés ont ansi les faces égales chacnne i ctiacmne et sont 
saperposables on sjmÉtriqnes. 

CaroUaïre S. On reconnaît aisément' qae si denx trièdres ont un 
dièdre égal compris entre deni faces é gai b^ chacune i ctascnne, 
l'an de ces trièdres est superpoiablo arec l'autre ou arec le tymé- 
Iriqnede celai-cl. Delà, et delà proposition qn' ou Tient de prouver 
on conclora que ai deux trièdres ont une ^ce égale adjacente 1 
'~ " dièdres égaux chacun i chacun, ces deux trièdres s6iit égaux 
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LIVRE VI. 



LES POLYEDRES. 



DÉFINITION /. On appelle poZ/èdre tout corps terminé 
de toutes parts par des plans. Ces plans terminés à leurs 
intersections mutuelles, se nomment des faces, et leurs in- 
tersections prennent le nom di arêtes. 

Les points d'intersection des arêtes sont appelés som- 
mets. 

Une diagonale d'un polyèdre est une droite qui joint 
deux sommets non situés sur la même face. 

Une surface poljrèdrale est une suite de plans terminés 
à leurs intersections mutuelles; la surface peut être fermée 
ou non. 

DÉFiNiTiONiT, On appelle tétraèdre le polyèdre à 4 faces : ^ 

c'est le plus simple des corps terminés par des plans. On 
nomme pentaèdre, hexaèdre, dodécaèdre , icosaèdre, etc., 
les polyèdres à 5, 6, 12, 20, etc., faces. 

DÉFINITION III, he prisme est un polyèdre dont deux ^' ^^^ 
faces ABGDE, A'B'G'D'E' sont des polygones égaux, les 
côtés égaux étant parallèles et de même sens ; les. autres 
faces de ce polyèdre sont des parallélogrammes ÂBB<A^, 
BCG^B' , etc. Â la proposition 13 du livre 5 on voit co^ 
ment ce corps se construit. L'ensemble des parallélogram- 
mes kSf , BC^ 9 etc. , se nomme la surface latérale du 
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DÉFiNmoN ir. Les faces A6CDE , A/B^OD/E^ sont les 
bases du prisme. 

Pbfinition r. La hauteur d'un prisme est la distance 
des plans des bases. 

DÉFINITION ri. Le prisme est appelé droit si les arêtes 
latérales ÀÀ^, BB', etc., sont perpendiculaires aux bases. 
Dans ce cas, les faces latérales kk^, SB^, etc. , sont aussi 
perpendiculaires aux bases. La hauteur d'un prisme droit 
est égale aux arêtes latérales. 

DÉFINITION Fil. Un prisme est appelé triangulaire, 
quadrangulaire , pentagoncU, etc. , selon que ses bases sont 
des triangles, des quadrilatères, des pentagones, etc« * 

PROPOSITION h 

Fig. 171. Les sections KLMNO, PQRSTf faites dans unprisme par 
y des plans parallèles , sont égales. 

Puisque les plans KMO , PRTsont parallèles, les droites 
KL, PQ.le sont aussi comme intersections d'un plan AB' 
par deux plans parallèles (p* 9); de plus ces droites KL, 
PQ sont égales comme parallèles comprises entre des pa- 
rallèles AA' , BB^ On prouvera de même que QR est ^al 
et parallèle è LM, RS à BfN et ainsi de cuite. Les deux po- 
lygones sont donc équilatéraux entre eux. Mais ils sont 
aussi équiangles * entre eux. Car PQ étant parallâe à RL, 
et QR à LM , l'angle PQR est ^l à KLM; de même i*angle 
QRS Test à LMN, etc. Donc enfin ces pol^fones sont ^ux. 
Corollaire l.ToutesectionparaUèleàUbased'uQprisme 
est par conséquent égale à cette base. Si donc on fait 
dans un prisme tant de sections qu'on voudra, toutes pa- 
i^llèles aux bases, elles seront ^les aux bases. Il «vit de 
Il que si l'on Tait glisser la base ABCDE de Taçon que son 

> C*«»t4-4ir« lit «ni let t^glcs cftu 4«m à àtv%^ 



plan reBte paraUèle à k^WC/UŒ/y que le point A ne quitte 
pas l'arête AA^ , et que le coté ÀB ne oesse pas d'être paraU 
lëe à A^B^y ce polygone ABGDE viendra coïncider succès* 
si?enient avec toutes les sections dont on a parlé; ainsi ses 
côtés parcourront toute la surface latérale, et sa surface 
parcourra tout le volume du prisme, ce qu'on exprime en 
disant que le prisme peut être engendré ou décrit par un 
poljgone plan ABGDE qui se meut de façon qu'un de ses 
sommets A parcourt une droite A A , et que ses côtés restent 
chacun parallèle à lui-même* 

On peut supposer la droite AA' indéfinie dans les deux 
sens , et alors le contour du polygone décrit une surface 
prismatique indéfinie. 

On peut encore engendrer la surface prismatique en sup- 
posant que le polygone ABGDE reste immobile, et que la 
droite AA^, prolongée indéfiniment, se meuve en restant 
parallèle à sa direction actuelle, et s'appuyant sur le con- 
tour ABGDE. 

DÉFINITION ri lié heparaUélipipède est im prisme dont pig. 172. 
les bases ABGD, EFGH sont des parallélogrammes. Ge corps 
est donc compris sous six parallélogrammes. 

DÉFINITION IX. Si le parallélipipède est droit et que les 
bases soient des rectangles, toutes les six faces sont des 
rectangles , et le corps se nomme parallélipipède rectangle. 

DÉFINITION X. Enfin , si dans un parallélipipède rectan- 
gle la base est un carré , et que la hauteur soit ^ale au 
côté de ce carré, la figure a pour faces six carrés égaux , et 
se nomme cube, 

PROPOSITION 11. 

THEORÈlfE. ' 

Dans tout parallélipipède les faces opposées sont égales p|g^ 172. 
et parallèles , et les diagonales se coupent mutuellement 
en parties égales. 



i 
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Soient ABCD, EF6H les bases du paralléiipipëde , les- 
quMles sont 9 d'après la définition , des parallélogrammes 
^ux situés dans des plans parallèles. Je dis qu'il en est 
de même de deux faces opposées quelconques , telles que 
AF et DG. Car, puisque ABCD est un parallélogramme, la 
ligne AB est égale et parallèle à CD ; de même CBFG étant 
un parallélogramme, la droite BF est ^ale et parallèle à 
CG; donc les angles ABF et DCG, qui ont les côtés parais 
lèles et de même sens, sont égaux, et- leurs plans sont pa- 
rallèles. Cela posé, si l'on a égard à l'alité de ces deux 
angles , ainsi qu'à celle des lignes AB, DC d'un coté , et des 
lignes BF, CG de l'autre , op reconnaîtra que le parallélo- 
gramme AF est égal à DG. On raisonne de même pour deux 
fiioes opposées quelconques. 

En second lieu , soient deux diagonates AG, BH. Le coté 
HG est égal et parallèle à DC, qui est lui-même égal et pa- 
rallèle à AB, à cause des parallélogrammes; donc HG l'est 
aussi à AB,et la figure ABGH est un parallélogramme, dont 
les diagonales AG, BH se coupent mutuellement en deux 
parties égales ( 1. 1, p. 23). On prouvera de même que cha- 
cune des deux autres diagonales passe au milieu de l'une 
de ces deux-là. Donc elles se coupent toutes les quatre en un 
point qui est le miKeu de chacune. 

CoroUaire* Puisque dans un parailélipipède deux faces 
opposées sont égales et parallèles , on peut prendre pour 
bases une face quelconque et son (^posée. 

Mtmwtg}M,_ Le» angle» trièdres opposés tels qoe A et G, ont les 
arêtes parallèles ch'ax^nne à chacune , mais de sens contraire. Us 
sont donc symétriques (K 5, p^ 22}^ 

-. .^g DÉFINITION XI. Une pyramide est un polyèdre compris 
sous plusieurs faces triangulaires SAB, SBC, SCD, etc., 
partant toutes d'un même point S, et se terminant aux cô- 
tés d'un polygone plan ABCDEF, qu'on nomme la base; le 
point S est le jommef delà pyramide. L'ensemble des trian*. 




/ 
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gles SAB, SBC y etc., se nomme la surfaee latérale de la 
pyramide. 

DÈFiNiTwn xn, La hauteur d'une pyramide est la per- 
pendiculaire abaiflâée du sommet sur le plan indéfini de la 
base. 

DÉFiifiTiON XIII. La pyramide est appelée triangulaire, 
quadrangulaire, pentagonale, etc., selon que la base est 
un triangle, un quadrilatère, un pentagone, etc. La pyra- 
mide triangulaire est un tétraèdre. 

DéFiwiTioir xir. Deux point» sont dits iymètHqrk^n par rapport à 
one droite on par rapport à nn plan , lorsque eette droite on ce plan, 
est perpendiculaire an milieu de la droite qui joint ces deux points. 

DÈFt/ririotr xr. Deux figures sont dites Symétriques lorsqo*on peut 
les placer par rapporta nn plan de façon que chaque point de Tune 
desfigaretait, relatiyementàceplan, son symétrique dans Vautre. 

PROPOSITION m. 

THéoRêlŒ. 

Si phuièar* points À,B, C, 1> déterfnin9nt un polygone plan , 
leurs symétriques Af, B', C, D'..,, pris par rapport à un plan quth ^^^' * '^* 
conque abc , détermineront un polygone égal au premier. 

Soient menées les droites AA', BB% GG'^ DD'... qui rencontrent 
le plan de symétrie aux points a,h^e,d.„ D'après la définition on 
a Aa = A'a, B6 =B'&, Ce = G'o, Dd = D'd. 

Cela posé le trapèze a&AB peut se superposer ayec a&A'B^ Car 
l'angle droit haA coïncidera aTec haA', et comme aA = aA^ le point 
A tombera en A' , de môme B tombera sur B'; donc AB = A'B^ On 
prouyera aussi que BC = B'G', GD = G'D' et en général que la dis- 
tance de deux points est égale à celle de lenrs symétriques. Donc 
aussi le triangle ABC qui a pour sommets trois points quelconques 
A, B^ G , est égal à celui qui a pour sommets leurs symétriques 
A' , B', G' , puisque ces triangles sont équilatéraux entre eux. Ainsi . 
l'angle ABC = A'B'G', rangleABD=A'B'D', l'angle DBG =D'B'G'. 
Or, comme la figure ABGD est plane, on a 

ABC = ABD -f- DBG , donc on a aussi 

A'B'C' = AWD' -f- D'B'C, 

et par conséquent la figure A'B'C'D' est aussi plane , sans quoi les 

trois angles A'B'C, A'B'D', h'B'C formeraient un angle trièdre 

dans lequel chaque face serait moindre que la somme des deux 
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«atrês. D*âillear«lea deux figpres ABGD, A'B^G'D' sont équilaté- 
rales et éqaiangfles entre elles; donc elles sont égales. 

CoroUaire 1. Tons les points du plan ABCi) ont donc leurs sy- 
métri^wes dans le plan A'B'G'D'. l)e plus, une droite AB peut être 
oonsid^r^ comme rînterMMst^on de deux plam; donc lea symé» 
triques de tous les points d'une droite sont en ligne droite. Ainsi 
pour que deux polygones soient symétriques, il sufBt que les som- 
mets le soient respecUtement , pouryu que deux sommets de Fun 
des polygones ne détermineat un odté que si leurs symétriques 
dans Vautre sont dans le même cas. Et p6ur que deux polyèdres 
soient symétriques il suffit que les sommets le soient respectire- 
ment , pouryu que trois sommets , non en ligne droite , né soient 
sur une foce de l'un des polyèdres , que si leurs symétriques dans 
Vautre sont dans le même cas. Ce qu'on tient de dire cooyient à 
tous les polyèdres coUTexes ou non. 



PROPOSITION IV. 

THÉOràlCE. 

Deux polyèdres tymétriques sont compris som un même nombre de 
faces égales chacune à chacune , et les angles polyèdres dont les som- 
mets sont des poifUs symétriques , sont des angles polyèdres symé- 
triques. 

Si Von prend une face de Vun des polyèdres , le lieu des points 
symétriques de tous ceux de cette face est un polygone égal à cette 
fiice {p* 3, c.) Donc les deux corps aont compris sous un même 
nombre de faces égales chacune à chacune. 
Fig. 175. ^ second lieu soient 8,8' deux sommets symétriques; A, B, G, D, E 
' les sommets adjacents à S ; A'/B', G', D', E' leurs symétriques. De 
ce qui a été prouvé ( p. 3) il résulte que Vangle AS B = A' S'B' , BSG 
= B^S'G^ etc. ; ainsi les angles polyèdres S , 5' ont les faces égales 
chacune à chacune et assemblées par les arêtes homologues. Si 
Von conçoit les plans ASG, A'S'G', les angles ASG, A'S'G' seront 
aussi égaux; donc les angles trièdres SABG , &%*B'C' ont les fiices 
égales chacune à chacune , et les dièdres BS , B 'S' sont égaux (1. 5, 
p. 22.) On prouvera de même que les dièdres fermés de part et 
d'autre par des faces égalés sont égaux. Actuellement si Von fait 
parcourir les deux angles polyèdres S, S' à deux perpendiculaires 
dans le sens ABG , etc., A'B'G^ ete.« conformément à la convention 
établie (l. 5 , p. 22, r. 1) on reconnaîtra que dans Vangle S les an- 
gles dièdres étant formés à droite , ceux de Vangle S^ le sont à 
gauche. Donc les angles polyèdres S, S' sont symétriques. Pour 
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s'en assurer d'ailleurs on n*a qa*à placer Tarète BS sur B'S' et AS 
sor A'S'. 

Corollaire 1. Toos les symétriques d'uD même polyèdre sont su- 
perposables. Car Dommous S^', X", W, etc. , les sommets symétri- 
ques de S , A, B, etc., par rapport à un plan quelconque, différent 
du plan Mlf. Les augles %'!, S(> symétrique» dii m^rae angle S, se- 
ront égaux (1. 5 , p. 22, r. 1 ) et se superposeront; tous les poly- 
gones , faces de S", se superposeront avec les faces respeciiyes de 
S'. I^M aJH^et polyédrea fermés en A', A'' seront aussi superpesa- 
bles, et comme deux de leurs Caoes #onl déjà superposées, sayoir , 
les faces dont font partie les angles A'8'B', A'l$'£', ces deux angles 
ccAncîderont dés que S', S'' sont superposés , et ainsi de suite, 

GoroUaire 2. Deux polyèdres terminés par des faces égales deux 
i deux^rm^At ^ part et d'autres des aoglos polyèdres symétri- 
ques , sontfymétriques ; car le second polyèdre sera suDerposa¥le 
avec le symétrique du premier. Il s'ensuit que les deiw prismes 
triangulaires dans lesquels se décompose un parallélipipède sont 
symétriques. 

Corollaire 3, Un corps est superposaWe avec «on symétrique 
toutes les fois que ce corps peut être divisé lui-même par ufï plan 
eu deapL partie» symétriques par rapport à ce plan. Car si Ton 
prend ce même plan pour plan de symétrie alla dé oenstrufre le 
symétrique du corps donné? chacune des deux parties aura Vautre 
pour symétrique , et par conséquent le symétrique du corps se con- 
fond ayec le corps même. 

DÉFINITION XVI, Deuic figures sont dites semblables, si 
on peut les placer de façon qu'à chaque point de Tune il 
réponde dans Tautre un point distinct tel que la droite qui 
joint ces points correspondants , aille passer en un point 
donné, et y soit divisée en 2 s^;ments dont le rapport est 
constant* Si les segments sont tous soustractifs, la simili- 
tude est dite directej si les segments sont tous additifs , 
la similitude est dite imerse. Voyez d'aiUeursLles définitions 
6 à 10, livre 3. 

DÉFINITION xFii. Deux plans sont appelés homologues 
si l'un des deux contient trois points homologues à trois 
points respectifs .de l'autre. 
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PROPOSITION V. 

Fig. 176. Deux figures, directement semblables aune troisième, ^ 
sont égales , si ces deux figures ont une dimension égale ,. 
pourvu que cette dimension soit homologue à une même 
dimension de la troisième figure. 

Soient a, b, c, îd..., a', b*, &, df.., le^ deux figuressuppo- 
sées directement semblables à la troisième A, B, G, D, elc. 
Soient O, O ' les centres de similitude. On prouyera ici comme 
à la proposition 11 du troisième livre, que siab •=, a^V ^ 
on a aussi ojc =: o^ct', ad =z afdf. De plus db et a^b^ seront 
parallèles entre elles comme parallèles à ÀB; ac, a^c* seront 
aussi parallèles entre elles, etc. Si donc les 4 points A, B, C, D. 
sont dans un même plan , les plans abc, abd (1. £, p. 12) 
parallèles tous les deux à ce plan ABCD..., coïncideront; de 
' même a' ,V , &, d*, seront dans un plan. Par conséquent 
on pourra placer ab sur son égal a*V, ad coïncidera avec 
a*d*, ac avec a^c*, et tous les points de abcd... qui seront 
dans le plan abcd...^ coïncideront avec les points corres- 
pondants de dVddf... Supposons actuellement que le point 
d ne soit pas dans le plan abc, on aura en a un angle triè- 
dre abcd qui aura ses arêtes parallèles à celles de l'angle 
trièdre a*b*&df , et comme les arêtes parallèles sont de même 
sens, ces deux angles trièdres sont égaux et superposables. 
Donc après que le plan bae aura coïncidé avec le plan 
Va^d^ un point- quelconque d, pris hors de ce plan , coïn- 
cidera avec un point d' de la seconde figure. Donc ces deux 
figures sont égales. 

Corollaire. On peut donc prendre le centre de simili- 
tude à volonté lorsqu'il s'agit de construire une figure 
semblable à une figure donnée; on peut le prendre dans 
l'espace, même s'il s'agit d'une figure plane. 



UTAB yi. 189 

Remarque. Les deux figures abcd, a*b^&d*.., seraient en- 
core égaies, si elles étaient toutes lés deux inversemacit 
semblables à la troisième. Enfin , si ces deux premières sont 
planes, elles sont égales encore, si Tune est directement, 
l'autre inyo'sèment semblable à la troisième. 

PROPOSITION VI. 

THÉORÈME. 

Toute figure semblable à un polyèdre est un second pO" 
lyèdre nyant autant de faces que le premier. 

€ar le lieu de tous les points homologues à ceux d'une 
£ice de polyèdre donné forme une face semblable et paral- 
lèle à celle-là (p. 5, c.). Gomme il en est de même de cha- 
que face de l'une des figures par rapport à l'autre, il s'en- 
suit que la seconde figure est un poljèdre ayant autant de 
faces que le premier. 

Corollaire. Pour que deux polyèdres soient semblables, 
il suffit qu'on puisse les placer de façon qu'à chacpie som- 
met de l'un , il réponde dans l'autre un sommet qui soit un 
point homologue du premier par rapport à un centre de 
similitude quelconcpie, pourvu cependant que, si plusieurs 
sommets de l'un quelconque de deux polyèdres, déter- 
minent une face, il en soit de même de leurs homologues 
dans l'autre. 

PROPOSITION VII. 

THÉORÈME. ^ 

Deux polyèdres, directement semblables, ont les faces pfg., 177^ 
homologues semblables, également inclinées, semblable- 
ment disposées, et les angles polyèdres homologues égaux; 
et réciproquement. 

Soient ABGDEFGHIK.*. plusieurs faces adjacentes d'un 
polyèdre; cAcd, etc., celles d'un second polyèdre 'directe- 
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PROPOSITION IX. 

THÉORÈME. 

Fig. 171. Ui surface latérale d'unprismn est égale à Varète AA^ 
multipliée par le contour d'une section KLUBiOy perpendi- 
culaire aux arêtes* 

Car cette surface se compose d'une série de paraiiélo- 
grammes AB^ BC^ CD'^ etc*, dont chacun a pour mesure 
le produit de la base par la hauteur. Mais le plan KLMNO 
étantperpendiculaireaux arêtes ÂA^BB^ etc.» il s'ensuit que 
ces arêtes sont perpendiculaires aux droites KL , LM, etc.» 
situées dans ce plan* Donc, si l'on prend AA^, BB', etc., 
pour bases de ces parallélogrammes , les hauteurs seront 
KL 9 LM, MN, etc. Ainsi, 

la surface AB^ a pour mesure AA^ X KL» 

la surface BC^, de même... BB' x LM ou AA' x LM, 
et ainsi des autres. Donc la somme de ces parallélogrammes 
. a pour mesure AA' X (KL -f- LM + MN + etc.) , c'est-à- 
dire l'arête AA multipliée par le contour de la section 
KLMNO perpendiculaire aux arêtes. 

Corollaire* Si le prisme est droit, la section KLMNO est 
^le à la base, et la surface convexe du prisme est égaie 
à son arête, ou à sa hauteur, multipliée par le périmètre 
de la base. 
Fig. 173. DÉFINITION xFiii. Une pjramide est dite régulière, si 
la base ABGDEF est un polygone régulier, et que la hauteur 
SO passe au centre O de cette base. La surface latérale d'une 
pareille pyramide se compose de triangles isosoêles égaux, 
SAB, SBC, etc. Car les rayons du polygone AO, BO, etc., 
étant ^ux, les arêtes AS, BS, etc., sont égales comme 
obliques qui s'écartent Clément de la perpendiculaire. 
Donc ces triangles sont équilatéraux entre eux et d'ailleurs 
isoscèles. La hauteur SG de l'un de ces triangles, ligne qui, 
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a la même longueur pour tous, se nomme V apothème de 
la pyramide. 

PROPOSITION X. 

THÉORÈME. 

La surface latérale d'une pyramide régulière est égale Fig. 173, 
m périmètre de la base multiplié par la moitié de V apo- 
thème SG. 

Car l'aire du triangle SÀB est égale à AB X ;SG; il en 

est de même des autres triangles SBC, SCD, etc. Donc la 
somme de ces triangles est égale à (AB4-BC4-...+ 
FA)x,-SG. 

Remarque sur le rapport des volumes. Un parallélipi-* „. .-g 
pède peut se diviser en parties égales. Si Ton divise Tarète 
AF en 1 1 parties égales, et que par les points de division on 
mène des plans parallèles à la base AD, on divisera le paral- 
lélipipède AA' en 11 parties égales; la réunion de deux de 

ces parties fait les-^ de AA^. Ainsi un parallélipipède peut 
être multiplié par un nombre commensurable quelconque. 

Od peat âvssi multiplier un paraUélipipède par un nombre in* 
commensurablf) ; e*e^t ce qu'on reoonnaitra, comme on Ta vn an 
commencement du livre 4, pour le parallélogramme. ^ 

Cela posé, le rapport de deux parallélipipèdes est un 
nombre ab^tr^it tel, que le produit du second parallélipi- 
pède par ce nombre est égal au premier et en général: 

DÈFmiTWw 4c/;c. Le raj9p<7r^de$ volumes de deux corps 
est un aomb^ abstrait tel , que le produit du second corps 
par ce nombre est égal au premier. 

Al*appui de eette définition remarquez que si, sans toqcher à p jg^ ^79^ 
la base ÂD, on fait varier Tarète AF infiniment peu , le parallélipi- 
pède yarie aussi infiniment peu ; de sorte que si Varéte AF varie 
d'une manière continue depuis zéro jusqu'à Tinifini , le volume du 
parallélipipède varie de môme. Si donc on a à comparer les volumes 

13 
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de deux corps , on pent toujours les supposer remplacés par des 
parallélipipédes ayant même base ABGD , et un angle trièdre com- 
mun en A. Dès lors l'idée du rapport des Tolumes de ces corps de- 
Tient très-nette et très-précise. 

DÉFINITION XX. La mesure du Tolume d'un corps est le 
rapport de ce volume à un autre pris pour unité. On mon- 
trera comment le rapport des volumes se ramène aux rap- 
ports des surfaces et des lignes. 



PROPOSITION XL 

THÉORÈME. 

Fig. 178. ^^ dçux parallélipipédes AA\ GG' ont un angle trièdre 
> égal en k et en G f leurs volumes sont entre eux comme les 
produits des arêtes qui forment de part et d* autre V angle 
égal, cfe sorte qu'on a 

AA^ : GG' :: AB X AC X AF : GK X GH X GL. 
Supposons qu'on ait AB : GK : : 7 : 4 

AC:GH::3:2 
AF.GL ::11:6, 
les arêtes que Ton compare étant celles qui prennent la 
même direction, lorsqu'on superpose les angles A et G. 

Divisons AB en 7 parties égales, GK en contiendra 4; 
divisons de même AG en 3 parties égales,GH en contiendra 2. 
On pourra donc décomposer la base AD en 7 X 3 parallé- 
logrammes égaux, la base GI en contiendra 4 x 2. Si par 
les sommets de ces parallélogrammes on mène des paral- 
lèles aux arêtes latérales dans chacun des deux corps, le 
premier AÀ/ sera décomposé en 7 X 3 paraMipipèdes 
égaux , ayant pour bases les parties de la base AD, et pour 
arêtes latérales des lignes égales à AF. Dans GG^ les diffé- 
rentes parties auront des arêtes latérales égales à GL, et le 
nombre en sera 4 X 2. 
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DiTuons maintenant AF en 11 parties ^les; GL 
contiendra S. Si par les points de division de AF et de GL 
on mène des plans parallèles aux bases , chacun des 7x3 
parallélipipèdes partiels de AA' sera divisé en 11 parties 
égales, telles que kacdgfeb; kk' en contiendra donc 7 
X3xll. De même GG' en contient 4 X 2 x S, et comme 
«s parties sont toutes égales, on a 

AA':GG/::7x3xn :4x2x5, 
OU , à cause des proportions ci-dessus 

:: AB X AC X AF : GK X GH X GL. 



Corollaire. Soit Punparallélipipède rectangle, ^, B, C 
ses trois arêtes , f un cube, a son arête. D'après le théo- 
rème qu'on y\&A de prouver, on a 

P-.f :: Ay.By.C: aXfiXa, 

P A B C 

ou - =: - X -■ X -■ 

p a a a 

Prenons p pour unité de volume , a pour unité de lon- 
gueur;- sera la mesure du parallélipipède/';-, -, -seront 
p a a a 

les mesures de ses trois arêtes. Donc la mesure du volume 
d'un parallélipipède est êgaJcau produit de ses 3 arêtes. 

c-,. . . P „ J . . B C 

ai Ion représente la mesure - par r, , - par -«,,—,— par 

B,, C,, 1e^ relation précédente peut s'écrire sous la Torme 
/>, =^, XB, xC,. 
Dans cette relation, de même que dans l'énoncé précé- 
dent, il y a deux unités sous-entendues: l'unité de lon- 
gueur, et l'unité de volume, qui est le cube cOnstruitsur 
l'unité dé longueur. 
Le produit de ^ X £ n'est autre chose que l'aire du 
13. 







l't'ctEiDgIe qui a pour côtés les arêtes A ,*B, Si on r^rde ce 
rectangle comme la base du parallélipipède, l'arèle C «n 
sera la hauteur, .et l'on peut encore dire que le volume da 
parallétipipëâe est égal au produit de sa b(ue ^_ X £,, 
par sa hauteur C^. Ici il ya3 unités sous-entendues; l't'u- 
nité de longueur; 3° l'onité de surFacequi est le carré con- ' 
struit sur l'unité de longueur; 3° l'unité de volume qui 
est le cube construit sur cette même unité de longueur. 
Tous les énoncés analogues au précédent devront être en- 
tendus de la même manière dans le reste de cet ouvrage. 
Pour mesurer le volume d'ifti pârallâipipède rectangle 
en mètres cubes, il faudra donc mesurer ses trois arêtes 
en mètre», et Taire le produit de ces trois mesures; si les 
arêtes sont mesurées en pieds, ce produit sera le volume 
du parallélipipède, exprimé en pieds cubes; si les arêtes 
sont exprimées en décimètres , le volume le sera en déci- 
mètres cubes. 

PROPOSITION XII. 

TBéoittME. 

Le volume d'un prisme quelconque est égal au produil 
de sa base par sa hauteur, 

1° Soit un prisme triangulaire droit ABCA'B'C. Du 
' point Ç, sommet du plus grand des trois angles de la base : 
ABC, menez BD perpendiculaire à AC; par BD et BB' faites 
passer le plan ^~U,^ui partagera le prisme en deux autres 
ayant pour bases lesTriangles rectangles ABD, DBC. Sur 
les triangles ABD, A'B'D' achevez les cçctangles ABBD, 1 
A'E'B'D', et joignez EE'. Les deux prismes'ch'aitsABDD', j 
ABEE^ seront superposables; en effet, la base inD peut 
se placer sur AEB , et les arêtes latérales , toutes per^ 
culaires aux bases, colincideront comme étant d'aillé'^ 
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égaies. Or lé parallélipipède rectangle ABEE^lV a pour 
mesure aire ADBE x BB^; doinc chacun de ces prismes a 
pour mesure là moitié de ce produit, ou ABD X 6B • Par 
une raison semblable , le prisme DBGB' a pour mesure 
BDC X BB'; donc le prisme donné a pour mesure (ABD 
+ BDC) X BB' ou ABC X BBS c'est-à-dire le produit de 
la base par la hauteur. 

2^ Soit, en second lieu y^ un prisme triangulaire oblique 
ABCA/B^G^. Par les trois sommets A , B, G , imaginez des 

plans |IKp«}4îfiÉM'f^'''^^âÛJ^^^^^^ latérales; l'un de ces trois 
plans seràiéompris en trel^ideux autres, à moins que deux 
d'entre eii^ ne se co^ndeiiL Ce second cas est renfermé 
dans le preipier. Supposons que le plan mené par A soit 
compris entrè4«^deux autres|tit di^upera la base ABC sui- 
vant une droite AD, ôt-4îacè,t^'SB^ en un point E; joignez 
DE, AE. Au point A' menez âfe même te plan D'A'E' per- 
pendiculaire aux arêtes ; joignez DD'. La figure ADEA'D^E^ 
est un prisme; caries plansADE, A^D^E^, perpendiculaires 
à AA^, sont parallèles. Donc les trois droites A A/, >DD/, 
EE^ sont égales (I. 5, p. 11), et la figure est un prisme 
(1. 5, p. 13); ce prisme est droit et a pour mesure ADE 
XAA'. 

Or les deux tétraèdres ADEB, A'D'E'B' sont superposa- 
bles. Car on peut placer^a base ADE sur son égale A'D'E^ e 
la droite EB prendra la direction de E'B', parce que ces droi 
tes sont perpendiculaires aux plans ADE, A^D^Ë^ Mais Içs 
droites EE^BB'fégalesà AA^sont égales entreelles; doncEB' 
- EE' =EB' — BB' ou E'B'= EB, le point B tombera en B^ 
etlesdeux tétraèdres sontégaux.Orsi delà figiufiA^EA^D^B^ 
on retranche le tétraèdre A'D'B'E' , il res^&ie prisim^roit 
A'D'E'ADE; si, au contraire, on retranche le tétrairare 
ÂDEB , il reste le prisme oblique ADB A^D^iiC; ainsi « ces deux 



V^. 



Fig. 180. 




rpj prismes sont équivalents^ et oe dernier a 
, jH^ADE X AA^ Cela posé, du point E soit i 
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diculaire à ÂD, et soit joint B6 qui sera aussi perpendicu- 
laire à AD (I. 5, p. 6). Prolongez cette droite GB, et du 
point B'. menez «lui la perpendiculaire B'F. Je dis que cette 
droite est la hauteur du prisme oblique. Car la droite ÂD, 
perpendiculaire aux deux droites GE , GF, l'est à leur plan 
GEFB^ ; donc le plafi BAD, qui passe par AD, est aussi per- 
pendiculaire au plan GEFB^ (I. 5, p. 15); mais B^F est 
mené dans ce dernier plan perpendiculairement à Tinter- 
section GF ; donc B^F est perpendiculaire au plan ABD 
(1. 6, p. 16); cette droite est dnjif; h bajUtQirdii^ri'imr 
Or, les triangles rectangles GW^BB'F, ayant dn|fileurs les 
angles en B égaux , sont senplables^ donnentj 

GE : B'F :: G» : BB' ou AA^ / 
d'où GE X AA' == GB X BT^,^-^ 

multipliant par ^ AD, on a ..;*-^ "^ 

; AD xGE X AA'zziADxGBxB'F, 
ou ' ADE X AA' = ÂDB x B'F; 

donc le prisme ADBA^D^B^ a pour mesure sa base ADB 
multipliée par sa hauteur B'F. De même ACDA'C'D' a pour 
mesure^ADC X B'F. Donc le prisme ABCA'B'C'a pour me- 
sure ABC X B'F. 

3° Soit enfin un prisme quelconque ABCDEA^ On par- 
tagera la base en triangles ABC, ADC, ADE; par les droites 
C, AD on fait passer des plans *qui contiennent Tarèle 
AA^ , ce qui décomposera le prisme donné en prismes trian- 
' gulaires , dont chacun aura pour mesure le produit de sa 
base par la hauteur du prisme donné. Leur somme aura 
donc pour mesure le produit de celte hauteur par la somme 
des ba5«8-;Trtst-à-dîre par la base ABCDE. 

roUaîre 1*7 Deux prismes de même hauteur et de 
b^s équivalentJçs, sont égaux en yolume. ' 

Corollaire 2. D^ux prismes de même hauteur sont entre 
eik comme leurs)bases, et deux prismes de bases équiva- 
lentes sont entrrcux comme leurs hauteurs. 



X 
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PROPOSITION XIII. 

THÉORtME. 

' Si deux pyramides de même hauteur ont leurs bases sur pig. 192. 
un même plan^ et qu'on les coupe par un plan mn paral- 
lèle à celui des bases : 

V Les arêtes latérales et la hauteur sont coupées pro- 
portionnellement ; 

^Les sections sont semblables aux bases y et sont entre 
elles comme ces bases: * * ; 

1^ Soient A6ÇM, ^H les b|ises; puisque les deux py- 
ramides ont même hauteur^Og>|)eut leur supposer le même 
sommet S. Soient a^ Kc7..^ les points où les arêtes latérales 
sont rencontrées par le plan mn. Les droites ab, AB sont 
parallèles comme intersections du plan ASB par les plans , 
parallèles mn, AG; donc on a Sa : SA :: S6 : SB ^ de même 
Se : se :: S/*: SF :: etc. 

2^ Les figures ABCDE , abcde sont semblables puisqu'à 
chaque sommet A, B... de Tune répond dans l'autre un 
sommet a, b... tel que les droites ka, B6...y concourent en 
S et y sont divisées proportionnellement. Par conséquent, 

ÂBCDE : abcde :: AB : a6 (I. 4, p. 7 ). Mais le rapport AB 
: ab est égal au rapport de similitudeSA : Sa. Donc 



\ 



-a 



ABCDE: a6c(fe:: SA :Sa% 

de même FGH : fgh : : SF* : Sf; 

or, puisque SA :'Sa :: SF : S/, on aura 

ABCDE : abcde : : FGH ifgh. y^'^-. 
CoroUaire. Si les bases ABCDE, FGH éurlent équiva- 
lentes 9 les sections abcde, fgh le seraient aussi.^ >^ 
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multiplié par la somme des bases, c'est-à-dire par la base 
ABCDE. 

Corollaire 1. Toute pyramide est le tiers du prisme de 
même bauteur et de base équivalente. 

Corollaire 2. Deux pyftmides de bases équivalentes sont 
entre elles comme leurs hauteurs, et deux pyramides de 
même hauteur sont entre elles comme leurs bases. 

Corollaire 3. Deux tétraèdres qui ont un- angle trièdre égal sont 
entre eux comme les produits des arêtes qui comprennent cet angle. 
Car si sur les arêtes de ces angles on construit desparallélipipèdes, 
ces deux corps seront entre eux comme ces produits (p. 11 ). Or 
chacun de ces tétraèdres est le sixième, du parallélipipède corres- 
pondant. Donc ils soji^ussi entre eux c^mme ces mêmes produits. 

Corollaire 4. Tout polyèdre peut être décomposé en 
pyramides; par conséquent on saura évaluer le volume d'un 
polyèdre quelconque. 
Fig. 182. DÉFINITION XXI. On appelle tronc de pyramide la par- 
tie comprise entre la base ABCDE d'une pyramide, et un 
plan abcde parallèle à cette base. Les polygones semblables 
ABCDE, abcde^sonX. les bases an tronc; la perpendiculaire 
menée entre ces deux bases est la hauteur du tronc. 

PROPOSITION XVI. 



THÉORÈME. 



-. •% 



^ Le tronc de pyramide est égal à la somme de trois py- 

ramides ayant pour hauteur commune celle du tronc et 
pour bases , l'une la base inférieure , Vautre la base su- 
périeure y la troisième une moyenne proportionnelle entre 
ces deux bases, 

Fiff. 182. ^^** SABCDE la pjTamîde entière, abcde la base supé- 
rieure. Sur le plan de la base ABCDE soit pris un triangle 
FGH éqliivalentà cette base. Prenons ce triangle pour base 
d'une py4pamide SFGH qui ait son sommet en S ; cette nou* 
velle pyramide sera équivalente à la pyramide donnée, 
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comme ayant base équivalente et même hauteur (p. 15, 
c. 2 ). Mais si Ton prolonge le plan de la base abcde, il cou- 
pera le tétraèdre SFGH suivant un triangle ^A équivalent 
A abcde (p. 13, c). Les deux pyramides partielles Sabcde, 
Sfgh ont donc aussi la même hauteur et des bases équiva- 
lentes; elles sont donc équivalentes. Donc, si des pyra- 
mides totales qui le sont aussi, on ôle les deux petites py- 
ramides, les deux troncs hSDabd, FGH^A sont aussi 
égaux en volume. Par conséquent tout tronc de pyramide 
kWabd peut être transformé en un tronc de tétraèdre de 
même volume, ayant la même hauteur et des bases respec- 
tivement équivalentes. H suffît donc de4émontrer la pro- 
position actuelle pour le cas du tronc de tétraèdre. 

Soit ABCDEF un tronc de tétraèdre. Par les trois points pig. 185, 
A,E, G faites passer un plan qui détachera du tronc le 
tétraèdre EÂBC ayant pour base la baseinférieure ABCdu 
tronc, et pour hauteur celle du tronc, puisque le sommet 
E se trouve sur le plan DEF; c'est le premier tétraèdre de- ^ 
mandé. Reste la pyramide quadrangulaire qui a pour som- 
met Icfipaint E, et pour base le trapèze DACF. Par les trois . 
points D, E, G on fera passer un plan qui décomposera 
cette pyramide dans les deux tétraèdres EDFC, EDAG. Le 
tétraèdre EDFC peut être considéré comme ayant pour base 
le triangle EDF, base supérieure du tronc, pour sommet 
le point G, et par conséquent pour hauteur celle du tronc. ^ 
C'est lesecond tétraèdre demandé. Quant au dernier EDAG , 
pour le transformer, on mènera du point E la droite EG 
parallèle à DA. Cette droite EG sera parallèle au plan DAG 
( 1. 5, p.- 8), et par suite partout également distante de ce plan 
(I. fi, p. 8, c). Par conséquent le tétraèdre GADC qui a 
pour base le triangle ÂDG et pour sommet le point G, et 
le tétraèdre EDAC, auront même base ADG et même hau- 
teur, et seront équivalents (p. 14). Mais le nouveau té- 
traèdre GADC peut être considéré comme ayant pour sora- 
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met le pomt D^ et pour base AGC; il a donc même hauteur 
que le tronc, et je dis que la base AGC est moyenne pro- 
portionnelle entre les bases ABC , DEF. 

En effet, menez GH parallèle à BG; cette ligne sera aussi 
parallèle à EF (1. 6, p. 7, ç.); les droites AG, DE sont égales 
comme parallèles entre parallèles; ainid les deux triangles 
AGH, DEF sont égaux. Or, le» triangles AGH , AGC ontlte 
bases AH, AG sur une même droite, le soitimel commun 
en G; ils ont donc même hauteur et Ton a (K 4, p. 3, c. 1) 

AGH ou DEF : AGC : : AH : AC. 
Par une raison semblable , on a 

. ipGC:ABC!:AG:AB. 
Mais à cauèe des parallèles , on a 

AH: AC::AG:ÂB. 

Donc les deux proportions ci-dessus ont uii rapport 
commun et fournissent la proportion 

DEF: AGC:: AGC: ABC, 
laquelle prouve que la base AGC est moyenne proportion- 
nelle entre DEF et ABC. 

Remarque. Le triangle AGC a même base AC ^ue le 
triangle ABC , et même hauteur que AGH ou DEF. 

DÉFINITION XXII. Un prisme que Ton coupe par un plan 
non parallèle aux bases, mais rencontrant toutes les arêtes 
latérales, se trouve décomposé en deux parties qu'onnomme 
des troncs de prisme* 

PROPOSITION XVII. 

THÉORÈME. 

Fig. 186. ^^ volume d'un tronc de prism^e triangulaire ABC DEF 
est égal à la somme de trois tétraèdres ayant pour base 
commune tune quelconque des deux bases du tronc , et 
pour sommets les trois sommets de Vautre base. 

Par les trois points E , A , C faites passer un plan qui dé- 
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tacbera du tronc le tétraèdre EABG dont la base est ABC , 
et le sommet le point E. Cest l'un des tétraèdres demandés. 
Il reste la pyramide quadrangulaire EAGFD ; au moyen du 
plan ECD on la décomposera dans les deux tétraèdres EDFG, 
EDAG; ce dernier est équivalent au tétraèdre BDAG , parce 
qu'il a même base DAG et ménie. hauteur , les sommets E, 
B étant sur une parallèle au plan delà base. Mais le tétraè- 
dre BDAG peut être considéré comme ayant pour base ABC 
el pour sommet le point D ; c'est le second tétraèdre de- 
mandé. Quant au troisième tétraèdre EDFG, il est équiva- 
lent au tétraèdre BAGF. Gar les bases de ces deux corps 
sont les triangles DFG , AFG; or, ces deux triangles ont la 
base ccmimune FG, et les sommets D, A sur une parallèle 
àcettebase; ils ont donc aussi même hauteur, et sont équi- 
valents. Mais les sommets E, B des tétraèdres EDFG , BAFC 
sont aussi sur une parallèle au plan AGFD des bases; ces 
deux corps ont donc aussi même hauteur; donc ils sont 
équivaienis. Si enfin on remarque que le tétraèdre FABC 
peut être regardé comme ayant pour base le triangle ABG 
et pour sommet le point F,onreconnaitra que c'est le troi- 
sième des tétraèdres en question* 

Corollaire 1. Si les arêtes AD, EB, FC sont perpendicu- 
laires au plan ABG , le ¥ôliime du tronc sera égal à ABG X 
AD+EB-f-FG 



■s 
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Corollaire 2. Tout tronc de prisme pouvant se décom- 
poser en troncs de prismes triangulaires, on saura calculer 
le volume d'un tronc de prisme quelconque. 

PROPOSITION XVIII. • 

i 

THÉORÈME. 

Deux polyèdres nymétriques sont équivalents. 

1* Soient d*abord deux tétraèdres symétriques ayant poor plan pj» . |gw 
^« symétrie Une face oommoae ABC. Soient D, D'ies sommets; 




Fig. 188. 
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puisque ces deux points sont symétriques par rapport au plan 
ABC , les hauteurs DE , D'E des deux tétraèdres sont égales ; ils ont 
d'ailleurs même base ; donc ils sout équivalents. 

2* Soient en second lieu deux polyèdres symétriques quelcon- 
ques ; on pourra les décomposer eu on même nombfe de tétraèdres 
symétriques deux à deux. A cet effet, après avoir formé un té- 
traèdre au moyen de quatre sommets du premier polyèdre , il suf- 
fira de prendre dans le second les sommets symétriques de ceux^à 
pour sommets d* un autre tétraèdre qui ^era symétrique eu premier 
(p. 3, c. 1), et lui sera équivalent. Les deux corps pouvant ainsi 
être considérés comme composés de parties équivalentes deux à 
deux, sont équivalents. 

Bffmarque. Si les polyèdres ne sont pas convexes, les tétraèdres 
seront les uns additifs, les autres soustratifs^ 



PROPOSITION XIX. 

THÉORÈME. 

Les surfaces de deux polyèdres semblabtes sont comme 
les carrés des dimensions homologues; leurs volumes 
sont comme les cubes de ces mêmes dimensions. 

Soient A, B, G, eta, des faces de l'un des pofyèdres; 
Uy b, c... leurs homologues dans l'autre; nommons (A, 6) 
l'arête supposée commune aux faces A et B; {a, b) l'arête 
commune aux faces a, bel ainsi de suite , on a (I. 4 , p. 7 ) 

A:a::(A,By:{a,b)\ 

Mais on a aussi B : 6 :: (A, B)" : (a, fc)\ 
d'où A : a :: B : b, 

m 

de même : : G : c : : , etc. 

De là A + B + G +, etc.. : a + ^ + c +, etc., :: A 

: a :: (A,B)' : (a, by ::, etc. 

Passant aux volumes , considérons deux tétraèdres direc- 
tement semblables ABGD, kbed, et supposons-leur l'angle 
triêdre en A commun, ce qui est permis, puisque les angles 
homologues sont égsiux. Le point A étant pris pour centre 
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de similitude , le plan dbc sera parallèle à DBC ( p. 6 ) ^ et 
si l'on mène la hauteur AE qui rencontre le plan bcd en e, 
on a (p. 13) 

AE:Ae:: AB: A*:: BC:6c, 
ou jAE.:iAe::BC : bc. 

——a -—a 

Mais on a aussi BCD : bcd : : BC : bc, 
multipliant, on obtient 

5 AE X BCD : 5 Ae X bcd :: BC : bc. 

Or I AÈ X BCD , j Ae X bcd sont les volumes des té- 
traèdres ABCD, kbcd; donc ces volumes sont comme les ^ 
cubes des arêtes BC, bc , ou comme les cubes de deux di- 
mensions homologues quelconques. 

Soient enfin deux polyèdres semblables quelconques P, 
p; décomposons-les en tétraèdres semblables (p. 7 ); soient 
r, T', T"... ceux du premier; t , V, t" ,.,* leurs semblables 
dans le second; nommons {T , T*) Tarète commune à 
Tet y et ainsi de suite. D'après ce qu'on vient de prou- 
Ter, on a 

T:tr.(T, T)^ : {t, ^)^ :: T : if :: etc. 
Ainsi r + J/ + ... : ^ + // + ... :: ( T, T/)' : (j, ti)\ 
ou Pip.y.{T,T)':{t,t')\ 
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LIVRE VII. 
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LES SURFACES COURBES ELEMENTAIRES 

ET LES 

VOLUMES QU'ELLES TERMINENt. 



PI ^gQ Définition /. On entend par surface cylindrique ou 
cylindre, la surface décrite par une droite indéfinie CD 
qui se meut en restant parallèle à Une direction donnée et 
s*appujant toujours sur une courbe donnée ABC , qu'on 
appelle la directrice; la droite mobile CD se nommç là gé- 
nératrice ou V arête, 

11 suit de cette définition que par chaque point pris sur 
une surface cylindriqlie, on peut mener une droite qui soit 
tout entière sur cette surface, et se- confonde avec une 

é 

arête. 

PROPOSITION 1. 

y' THÉORÈME. 

«. igQ^ Les sections DEF , DŒ'F' faites dans un cylindre par 
des plans parallèles entre eux, mais non parallèles aux 
arêtes, sont des courbes égales. Les sections faites par des 
plans parallèles aux arêtes sont des arêtes, 

V En effet, prenez sur Tune des sections trois points 
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D, E, F à volonté, pour former un triangle DEF. Par ces 
trois points menez les arêtes DD', EE', FF/ qui rencon- 
treront la seconde section en des points IV, E^ , F', déter- 
minant le triangle D^E^F^. Je dis que ce triangle est égal 
au triangle DEF. Car les arêtes DÎ>^ , EE' sont parallèles 
(d. 1 ) ; mais les droites DE, D/E^ soQt aussi parallèles comme 
intersections du plan DE^ par les plans parallèles DEF, 
IVE'F^ Ces droites DE , D'E' sont donc aussi égales. On 
prouvera de même que DF = D'F/ et EF = E'F^ Ainsi les 
triangles DEF, D'E'F' sont égaux. Si donc on place les points 
D, E sur D/ , E' , et le plan DEF sur le plan DŒ^F^ le 
point F tombera surF^. On démontrera de même que cha- 
que point de Tune des courbes coïncide avec un point de 
l'autre; par suite ces deux courbes sont égales. 

2^ Soit un plan HF parallèle aux arêtes et coupant la 
courbe DEF en des points F, E. Si du point F on mène 
une arête, elle est sur la surface; mais elle sera aussi dans 
le plan HF (I. &, p. â, c. 1), qui est parallèle aux arêtes; 
donc die est à llntersection du cylindre et du plan. De 
même, par chaque point d'intersection du plan HF et de 
la courbe DEF, il passe une arête située à la fois dans le 
plan et sur le cylindre. 

Corollaire. La surface cylindrique peut aussi être engendrée par 
oae courbe DEF qui se meut de façon que l'un de ses points D par- 
coure une arête DG, et que les droites DE, DF qui joignent ce point 
à deux autres points de la courbe se meuvent parallèlement à elles- 
mêmes. 

DÉFINITION II. La surface cylindrique est dite circu^ 
laire si la directrice est une circonférence de cercle CHI ; si 
de plus la génératrice CD est perpendiculaire au plan de ce ^'^^' *^^ 
cercle, le cylindre est appelé cxUndre droit. Dans le cylin- 
dre circulaire, les sections parallèles à la directrice sont 
des cercles. 



14 
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PROPOSITION IL 

TléORèVB. 

Fifç. 190. ^^ surface du cylindre droit est le lieu de tous les points qui sont à 
égales distanças d'une même droite menée par le centre du cercle direc- 
teur, et perpendiculaire au plan de ce. cercle. 

Soit DFEG.la chrconrérencc directrice, Bson centre; soit DG one 
géndratrioe quelconque, B4 une perpendiculaire élevée an plan 
du cercle par son centre B; ces deux droites, perpendiculaires 
au même plan , sont parallèles , et par conséquent partout égale- 
ment distantes ; leur distance est mesurée par le rayon DB. lî en 
est de même d*une arête quelconque. Il est évident d'ailleurs 
que tout point intériear est plus rapproché de AB que les points de 
la surface » et que tout point extérieur est plus éloigné de la même 

droite AB. 

• 

Remarque, La droite AB perpendiculaire au plan du 
cercle directeur et menée par son centre s'appelle Vaxe du 
cylindre. Faire mouYoir la droite CD autour de AB , de 
façon que le point D décrive la circonférence DFE, et que 
cette droite eUe-méme reste perpendiculaire au plan DFE, 
revient au même que de faire tourner CD autour de AB , de 
manière qu'elle reste parallèle à AB^ et toujours à la même i 
distance de cette droite. ' 

Fiff 191 DÉFiîfiTiofi III. Une surface conique ou un cône est en- | 
gendre par unedroite AG^^ qui se meut en passant constam- 
ment par un point D, et s'appuyant sur une courbe donnée 
ABC. La droite mobile AG" est appelée arête ou généra" 
trice, le point D est le sommet, la courbe ABC la direc- 
trice. 

Chacune des deux parties DA, DG", comptée à partir 
du sommet du cône, décrit une partie de cette surface, et 
ces parties se nomment des nappes, 1 

Toute droite qui joint le sommet à un point quelconque 
de la surface du cône est tout entière sur la surface. 
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PROPOSITION III. 

THÉOnÉME. 

Les sections faites dans un cône par des plans parallèles 
sont des courbes semblables ; les sections faites par des 
flans qui passent au sommet , sont des arêtes. 

Soient EFG, E^F'G', E'T"G" des sections faîtes par des 
plans parallèles; si l'on joint le sommet D à des points quel- 
conques E, F, etc., pris sur Tune de ces sections, on déter- 
minera sur Tautre des points E' , F' , etc. , homologues de 
oeux-là par rapport au point D , puisque les plans EFG , 
E^F^G^ sont parallèles; il en est de même de la section 
E'/p'^G^'. Donc ces courbes sont semblables. En second lieu, 
si par le sommet D on mène un plan DI qui rencontre en 
des points B , B/ une courbe quelconque tracée sur lecone, 
les droites BD, B 'D seront à la fois sur le cône et sur le plan s 
elles sont donc à l'intersection de ces deux surFaces. 

Corollaire, Le cône peut donc être engendré par une courbe 
EFG qui se ment de façon qa*on de ses points décrive une droite 
BD, et qni varie de grandeur en restant semblable à eUe-même , de 
manière que ses dimensions soient avec la distance FD dans un rap- 
port donné, et que deux cordes EF, FG restent parallèles à elles- 
mêmes. 

DÉFiNiTioif IV. La surface conique est dite circulaire ^ig, 192. 
si la directrice EGF est une circonférence de cercle. Si de 
plus la droite qui joint le sommet A au centre de cette cir- 
conférence est perpendiculaire au plan de cette courbe, on 
dit que lecone est droit. Soient AE, AC, AF plusieurs 
arêtes d'un cône droit, «t soient lïienés les rayons 6Ë, BG , 
BF; les triangles rectangles ABE,ABG, ABF seront égaux; 
par conséquent, les angles EAB , CAB, etc. , que les arêtes 
font avec AB sont égaux. Le cône droit peut donc être en- 
gendré par un côté ACd' un angle- invariable BAC qu'on 
fait tourner autour de l'autre côté AB supposé immobile. 

14. 



212 cioMérRiB. 

Ce coté AB se nomme Vaxe du cône. Le prolongement ÂG^ 
du coté AG décrit la seconde nappe du cône. 

Fig. 191» Remarque* Les deux nappes d*aii eôae qaelcoaqae sont symé- 
triqoes: car Tangle trièdre DABG est symétrique de DE' 'F^'G'^ 
Bans le cas du cône circnlaire , cette symétrie se change eu éga- 
lité : car le plan mené par le sommet et par le centre^du cercle di- 
recteur, perpendiculairement au plan de ce cercle , est un plan de 
symétri e , de sorte que le cône se confond ayec son symétrique. 

FIg. 193» DÉFINITION F, Une surface de résolution est une sur- 
face engendrée par une ligne quelconque KGL qui tourne 
autour d'une droite immobile AB à laquelle elle est liée in- 
variablement. La droite AB se nomme Vuxe; la génératrice 
KGL peut être droite ou courbe , plane ou non. 

Le cylindre droit et le cône droit sont des surfaces de 
révolution. 

Tout plan passant par l'axe est appelé plan méridien; 
les sections conteimes dans ces plans sont appelées sections 
méridiennes. 

Les sections faites par des plans perpendiculaires à Taxe 
sont nommées des sections droites. 

PROPOSITION IV; 

THÉORÈME. 

Fig. ld3. Dans toute turface de révolution , les sectiom droitei iont des cercles 
qui ont leurs centres sur Vaxe; les seetifm» -méridiennes sont égales 
entre elles. 

Soit G le point où la^ génératrice KGL est rencontrée par un plan 
j»erpendiculaire à Taxe; soit menée de ce point la droite GD per- 
pendiculaire à raxe AB; pendant que la génératrice tourne autour 
de AB , la droite GD décrit un plan perpendiculaire à Taxe ; d'ail- 
leurs la distance GD ne changeant , le point G décrira dans ce plan 
une circonférence de cercle dont le centre est en D sur Vaxe. Donc, 
si par DG ou par D on mène un plan perpendiculaire à Taxe, ce plan 
coupera la surface suivant un cercle qui a pour centre le point D. 
En second lieu , soient AGBI, AGBH deux sections méridiennes. 
Goupez les par un plan GGH perpendiculaire à Taxe; la section ré- 
sultante GGH sera une circonférence de cercle ; ainsi les rayons 
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CD, GD sontégaiiY. Par conséqpent , si Ton fait toorner le plan 
ACB aatoar de ÀB, le point G de la courbe ACE Tiendra coïncider 
arec le point G ; on démontrera de même que chaque point de la 
section AGBI vient se confondre ayec un point de la courbe ÂGBH ; ^ 

donc ces deux courbes sont égales. 

Corollaire. Ainsi la surface de réyolution peut être engendrée par 
une demi-section méridienne ACB tournant autour de Taxe. Elle 
peut encore être engendrée par un cercle CGH assujetti à se mou- 
Toir de manière 1° que son centre parcoure Taxe , â<» que son plan 
reste perpendiculaire à cet axe, 3° que le rayon yarie en sorte que 
la circonférence ait toujours un point commun ayec la courbe mé- 
ridienne, ou avec une autre courbe donnée KCL. 

Remarque, L*irUerseetion de deux eurfaees de révolution qui ont 
même cuce se compose d'une ou de plusieurs sections droites, £n effet, ^'fi»* ^^^* 
soit AB Taxe commun , ADC , EDB des sections méridiennes situées 
dans un même plan , D un point commun à ces sections ; de ce point 
D menons DF perpendiculaire à l'axe. Pendant que le plan ADB 
tournera autour de Taxe, les courbes< ADC , EDB décriront les deux 
surfaces, la droite DF décrira un plan perpendiculaire à Taxe, et 
le point D qui reste toujours commun aux deux méridiennes , dé- 
crit une circonférence de cercle commune aux deux surfaces. 
Ainsi tout point commun aux deux méridiennes décrit an cercle 
commun aux deux surfaces. Donc , etc. 

DÉFINITION ri. La sphère est engendrée par un demr- «. ^^ 
cercle ÂGG tournant autour du diamètre ÂC auquel il se 
termine. Dans ce mouvement l'arc ÂGG décrit la surface 
de la sphère; orales points de cet arc restent tousjl la même 
distance du centre B; par conséquent la sur&ce de la sphère 
est le lieu de tous les points qui sont à la même distance 
du centre. Il suit de là que si l'on fait tourner une sphère 
autour de son centre y la surface de cette sphère coïncide 
toujours ayec la position qu'elle occupait avaat de tourner. 

PROPOSiTION V. 

THÉORÈME. 

Toute section de la sphère par un plan est une circon- 
férence de cercle, . 

Soit FGH une section de la sphère par un plan, B le fig. * 
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centre de la sphère. Si le plan FGH ne passe pas au centre, 
menez de ce centre B une perpendiculaire BL au plan FGH, 
^t soit L le pied de cette perpendiculaire sûr le plan; joi- 
gnez le centre B à différents points H, F, O du périmètre 
de la section; les droites^, BF, B6 sont égales comme 
rayons de la sphère; par conséquent elles s'écartent éga- 
lement de la perpendiculaire BL, desorte que les distances 
LG, LF, LH sont égales. La section HFG a donc tous ses 
points à la même distance du point h; par suite cette sec- 
tion est une circonférence de cercle qui a pour centre le 
point L, pied de là perpendiculaire abaissée du centre de 
la sphère sur le plan de cette section. 

Si le plan passe au centre de la sphère, la distance du 
centre à chaque point du contour de la-section est égale 
au rayon de la sphère; la section est donc encore un cercle* 

Corollaire 1. Les cercles dont les plans ne passent pas 
au centre de la sphère ont des rayons moindres que le 
rayon de la sphère. Car FB, rayon de la sphère, est une 
oblique, tandis que FL, rayon de la sectioft, est une per- 
pendiculaire à BL. Donc FL <^ FB. 

Les cercles dont les plans passent au centre se nomment 
dea grands cerùles; dans une même sphère les girands cer- 
cles sont tous égaux, comme ayant des rayons égaux. Les 
autres cercles sont a^ppdés petits cercles. 

Corollaire 2. Deux grands cercles se coupent toujours 
en deux parties égales. Car, passant au centre, leurs plans 
se coupent suivant un diamètre qui divise chacun des deux 
cercles en deux parties égales. 

Corollaire 3. Tout grand cercle diinse la sphère en deux 
parties égales; car si Ton place l'un des hémisphères dans 
l'autre, en leur conservant ce grand cercle pour base com- 
mune, tous les points de la surface de l'un coïncideront 
avec la surface de l'autre , sans quoi il y aurait «ur ces sur- 
faces des points inégalement distants du centre. 
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CorMaire 4. Pur deux points pris ïur là siuface de èa 
sphère , on peut toujours faire passer un grand cercle* Car 
par oes d^x points et par te ceÀlre de la sphère on peut 
mener un plan qm coupera la sphère suivant un grabd 
cercle passant aux deux points donnés. Si ces deux points 
sont aux extrémités d'un diamètre» ils sont aussi en ligne 
droite aTdc iecentre» etl'on pourra faire passer une infinité 
de plans par ces trois points^ Hors oe cas , les deux points 
donkiés et ie centre de la sphère déterminent un seul plan; 
donc p«r deux points non diamétralement opposés on ne 
peut &ire passer qu'un seal grand oerde, ce qui résulte 
aussi de ce que deux grands cercles se coupent toujours 
suivant un diamètre. 

CoroUaire&k Le diamètre d'un petit cercle est , comme 
GH , une corde d^ùn grand cercle; par conséquent le dia- 
mètre d'un ^tit cercle est d'autant plus petit que ce petit, 
cercle est plus éloigné du centre dé la sphère. 

DÉFINITION VII. Un triangle sphérique est la partie pj^^ 
ABC interceptée sur la surface de la sphère par trois arcs 
de grand cercle ÀB, AC, BC , arcs qui sont appelés les cô^ 
tés du triangle. Les angles que forment les plans de ces 
arcs sontœ qu'on entend par les angles du triangle. Joi- 
gnons les sommets A» B, C au centre de la sphère; les 
trois rajons AO , BO, CO détermineront un angle trièdre 
OABC dont les faces AOB» AOC, BOC auront pour me^ 
sure les côtés AB, AC, BC du triangle sphérique, et dont 
les angles trièdres sont les angles de ce triangle. 

En prolongeant l'arc AC pour former la circonférence 
entière, on obtient un second triangle ayant pour côtés les 
arcs AB, BC et l'arc AC'A^C; ce triangle répond à un angle 
trièdre dans lequel la face mesurée par ce dernier arc est 
plus grande qu'une demi-circonférence. On peut de même 
prolonger deux côtés, et même tous les trois, et former 
ainsi des triangles dans lesquels il y a deux ou trois côtés 
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plus grands qu'une demi-oirconfér^ioe. Mais si on retranche 
chacun de ces côtés d'une circonférence entière , on re- 
tombe sur le triangle ABC dont chaque côté est moindre 
qu'une demi-circonférence. Par cette raison on ne s'occu- 
pera ici que des triangles qui remplissent cette dernière 
condition , et qu'on appellera triangles convexes, 
Fig. 197. DÊPiiffiTfON FUI. Un polygone sphérique est formé sur 
la surface de la sphère par plusieurs arcs de grand cercle; 
tel est ÂBCDE. Tout angle polyèdre dont le sommet est au 
, centre intercepte sur la sphère un polygone sphérique dont 
les côtés mesurent les faces de l'angle polyèdre; les angles 
dièdi^s de ce même angle polyèdres sont ce qu'on appelle 
les angles dupolygone^-Le polygone sphérique est dit conn 
vexe lorsque aucun de ses côtés prolongés ne coupe quel- 
que autre côté entre les extrémités de celui-ci. Si donc l'an- 
gle polyèdre correspondant est convexe , le polygone sphé- 
rique l'est aussi , et réciproquement. 



V)^ - 



PROPOSITION VI. 

THïlOBEBIE. 

Dans tout polygone sphérique convexe la somme des 
côtés est moindre qu'une circonférence de grand cercle. 

En effet, dans l'angle polyèdre correspondant la somme 
des faces est moindre que quatre angles droits (1. 5, p 21); 
donc la somme des côtés du polygone, côtés qui mesu- 
i^ent ces faces, est moindre qu'une circonférence , qui me- 
sure les quatre angles droits. 

PROPOSITION VIL 

THEOREME. 

Fiff. 196* Dans tojÀt triangle sphérique ABC un côté quelconque 
est plus petit que la somme des deux autres^ 
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Car dans l'angle trièdre correspondant OABC chaque 
face est moindre que la somme des deux autres ; donc aussi 
chacun des arcs AG, AB , BG qui mesurent ces faces est 
plus petit que la somme des deux autres. 

PROPOSITION VIII. 

THÉORàliE. 

La plus courte ligné iur la iurfaee de la Èphàre, d'tm fMintàun 
autre de eeUe sttrfaee, eetVare de ^and cercle qui joint cei deux 
poinU, 8% cet arc ne $urpa$$e pas la denU-eirconfétence. 

Pour prooyer celte propriété , od démontrera les deux points sat- 
Tants : 

l» Si deux arcs de grand cercle ÂGB, AED sont égaux, la ligne la Yia, 198. 
plus courte , menée sur la sphère entre les points A , B , est égale 
à celle qui est menée entre A et D. En effet , soit AaB la première 
de ces lignes» AbD la seconde. Faites tourner autour du rayon AO 
toute la partie de la sphère comprise entre les lignes AED » A6B 
jasqu*à ce que. le plan ADO coïncide avec le plan ABC , cette par- 
tie AEDi^ ne quittera pas la surface de la sphère , et comme Tare 
AED = AGB, le point D viendra^en B. Donc les. deux arcs étant 
alors confondus en un seul, les lignes AbD, AaB seront égales. Car 
si Tune des deux était plus grande que Vautre , celle-ci serait la plus 
courte distance , et Vautre ne la serait pas. 

2° Si de deux arcs de grand cercle ACBF, AED , tous les deux 
moindres qu'une demi-circonférence, Vun, ACBF, est plus grand que 
Vautre , la plus courte distance des extrémités A , F du premier, 
surpassera celle des extrémités A, D du second. Pour le prouver, 
menez le diamètre A A' ^ et du point D menez à ce diamètre un plan 
perpendiculaire DBL qui coupera la sphère en un petit cerclé DGB, 
et Vare ACBF en un point B. Soit L le centre de la section DGB. 
Les rayons BL, DL étant égaux , si Von tirait les cordes AB, AD, 
elles seraient égales comme également écartées de la perpendicu- 
laire AL; par suite les arcs AGB, AED sont égaux; donc le point 
F , extrémité de Varc ACBF qui est plus grand que AED ou que 
AGB, tombera au delà de B par rapport à A. Mais Varc ACBF est 
aussi moindre qu'une demi-circonférence ; donc ce point F tombe 
entre B et A'. Donc ênûn les points A et F tombent de difTérenls 
côtés du plan BGD, et quelle que soit la plus courte ligne entre A 
et F, cette ligne coupera la circonférence BGD en un point G. Soit 
A/€cF cette ligne. Joignez le point G au point A par un arc de grand 
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cercle €rdk ; on ptovTera «eanne ci^ëerans qne oei arc ètt égal à 
l'arc AED; donc la plus courte distance de A en G, laquelle est ici 
par hypothèse AfG , est égale à la plus courte distance de A en D, 
qui est AbD; or, A/GF > XfO; donc aussi A/GF > AbD. 
Fig. 199. Cela posé , soient A et B deux potnÉs pria sur vne iphére , AMB 
l'arc de grand cercle qui les joint , cet arc ne surpassant point une 
demi-circonférence. Je dis qu'aucune ligne qui, tracée sur la sphère, 
passe par un point G pris hors "de cet a]ro,ve saurait être la plus courte 
distance entre A et B. Car, soient menés les arcs de grand cercle 
AG , BC. Si l'arc AC était plus grand que AB, la plus courte distance 
de A en p: serait plus grande que celle qui sépare A et B; par con- 
séquent cette dernière ne saurait passer par G; Supposons dotac 
Farc A€ < AB , et prenons AM = AG. Puisque chacun des trois 
arcs AB , AG , BG est moindre qu'une demi-cireon<érence , on a 
dans le triangle ÀBG (p. 7), AB < AGh-GB; retranchant d'uncôté 
AM, de l'autre son égal AC , on a MB < BC. Donc la plus courte 
distance de A en M est égale à celle qui Ta de A en C; mais celle 
qui sépare les points M , B est plus courte q«e celle qui sépare les 
points G, B. Donc « quelle que soit la ligne la plus courte, elle ne 
saurait passer par on point G extérieur à l'arc AHf B. Donc enûn elle 
se confond ayec cet arc. 

DÉfijrtTiojf IX. Le pôle d'un cercle de la sphère est un point de 
la surface sphérique, lequel est à égale distance dé tous les points 
de la circonférence de ce cercle. 



PROPOSITION IX. 

ÏTHÉOltàllE. 

Tawi eerele d'une epkêre a ^6U4? .péle$ situéi atio? eœtrémiUi du 
diamètre perpendieulttire au ji^n de ee cercle. 
Fis. 200 ^^'^ d'abord un grand cercle D£FO, AC le diamètre perpendicu- 
' laire au plan de ce cercle. Menez du point A des arcs de grand cer- 
cle AHD, AI£, AKF à différents points de la circonférence DF€r , 
et joignez le centre B de la sphère à ces mêmes points par les 
rayons BD, BE, BF. Puisque AG est perpendiculaire au plan DECr^ 
les angles ABD, ABE, ABF sont droits; donc les arcs AHD, AIE, 
AKF qui leur seryentde mesure sont égaux entre eux, et sont d'ail- 
leurs des quarts de cercle ou des quadrants. Ainsi le point A est éga- 
lement éloigné de tous les points de la circonférence DEG; donc il 
est un pôle du cercle DEG. On prouvera la même chose pour le 
point G. 
Soit en second lieu HIKM un petit cercle , AG le diamètre per- 
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pendicolaire à sod plan , L le point d'ioterseclion de ce plan et du 
diamètre AG , point qui est le centre du cercle IlKM. Menez du 
point A à différents points H , I> K de la circonférence HKM , les 
arcs de grand cercle AH, AI, AK, tirez les rayons LQ , LI, LK. 
Les cordes AH> At, AK "seront égales «omme obliques également 
écartées de la perpendiculaire. Donoles arcs sous tendus AH , Af , 
AR sont aussi égaux , et le point A est également distant de tous 
les points de la circonférence HIM. On prouyera la même chose 
pour le point G. Itonc A et G sont les pMes du cercle HIM. 

Corollaire 1. D'après cela t>n saura décrire sur la surface de 1a 
sphère des arcs de cercle aussi bien que sur un plan. Si Ton place 
une pointe d'un compas en A , Vautre en H, et que, sans changer 
l'intervalle qui sépare ces deux pointe» , on fiasse tourner le cotn* 
pas autour de A, la sleconde )iointe déerirala circonférence BIKM. 
Dans le cas où rinterYalle serait le quadrant AD, on décrirait le 
grand cercle DEG. 

Corollaire 2. Pour tracer sur la surface d'une sphère un arc de 
grand cercle qui passe par deux points donnée E, F, il suffit dé 
chercher le p61e de<:et arc. A 6et effet , de dbacun des points E et F 
comme pôles , avec un intervalle d'un quadrant , on décrit sur la 
surface de la sphère deux arcs qui se couperont en un point A; les. 
âhtances AE, AF seront des quadrants, et par suite les angles ABE , 
ABF seront droits; donc la droite AB sera perpendiculaire au plan 
B£F , et le point A sera le pôle du cercle qui passe eu E et F. Il ne 
reste donc plus qu'à décrire du point A comme pôle avec l'in- 
tervalle d'un quadrant , un arc , qui sera l'aVc demandé, passant 
par E et F. 

CoroUair9 3. S'il s'agit de mener d'un point I pris sur la sphère 
un arc 4e grand cercle perpendiculaire à un arc donné EF, on dé- 
crira du point I coiùme pôle, avec un quadrant comme intervalle, 
on arc qui coupera l'arc EF prolongé s'il le faut, en un point G; 
de ce point G comme pôle , avec le même intervalle , on décrira 
l'arc lE qui sera l'arc demandé. Gar IG , EG étant des quadrants, 
la droite BG est perpendiculaire au plan IBE ; donc le plan ËBG 
(1« 5, p. 15) l'est aussi, et réciproquement le plan IBE ou l'arc lE 
est perpendiculaire au plan EBF, ou à l'arc EF. 

DÉFiNiTTON X. Si l'on place au centre d'une même 
sphère deux angles trièdres supplémentaires (I. 5 , 24), les 
triangles sphériques qu'ils déterminent sont dits triangles 
supplémentaires. Les angles de Tun sont. les suppléments 
des côtés de l'autre, et réciproquement. 
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PROPOSITION X. 

THÉORèHE. 

Lkins tout triangle sphérique com^exe, la somme des an- 
gles est comprise entre deux angles droits et six angles 
droits. 

En effet, chaque angle d'un triangle sphérique convexe 
est moindre que deux droits ; donc la somme des trois an- 
gles est moindre que six droits. De plus, chaque angle du 
triangle est le supplément d'un côté du triangle supplé- 
mentaire, et vaut, par conséquent, une demi-circonférence 
moins ce côté; par suite, la somme des trois angles du 
triangle vaut trois demi-circonférences, moins les trois cô- 
tés du triangle supplémentaire; or, ces trois côtés valent 
moins que deux demi-circonférences (p. 6); si donc 
de trois demi-circonférences on retranche une quantité 
moindre que deux demi-circonférences, le reste sera plus 
grand qu'une demi-circonférence. Or, si la somme des trois 
angles a pour mesure un arc plus grand qu'une demi-cir- 
conférence, c'est que cette somme est-elle même plus 
grande que deux angles droits. 

Corollaire 1. La somme des angles dièdres d'un angle 
trièdre convexe a donc les mêmes limites. 
. Bemarque t. Entre ces limites on ne peut pas prendre 
à volonté les trois angles d'un triangle sphérique. En effet, 
appelons A, B , C les trois angles , D l'angle droit; les cô- 
tés du triangle supplémentaire sont 2D — A, 2D — B, 
2D — G , et pour que ce triangle soit possible, il faut que le 
plus grand de ses côtés soit moindre que la somme des deux 
autres (p. 7). Soit A le plus petit des trois angles A, B, C, 
le plus grand côté du triangle supplémentaire sera 2D — 
A; donc il faut que 2D — A < 2D — B + 2D — C, 
d'où B+C<2D + A. 

Ainsi , il faut en outre que le plus petit angle A , aug- 
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mente de deux droits , donne une somme plus grande que 
la somme des deux autres. Du reste , si cette condition est 
remplie, la somme des angles est nécessairement moindre 
que six droits. La réciproque n'est pas vraie. 

On voit d'après cela qu'avec trois angles tels que A ^ 
10**, B = 120*, C = lis*, on ne saurait former un trian- 
gle sphérique. 

Remarque 3. Dans un triangle sphérique il peut y avoir pjg; 200. 
deux, et même trois angles droits. Pour former un trian- 
gle dont les trois angles soient droits, on mène par le 
centre de la sphère trois plans perpendiculaires entre eux , 
tels que les plans ADCO , AË6, DEO; ces trois plans dé- 
composent la surface de la sphère en huit triangles égaux 
au triangle AEO, dont ies angles en A, E, O sont droits, 
et dont les côtés AE, EO, AO sont des quadrants. Ces 
triangles dont chacun est la huitième partie de la surface 
de la sphère , se nomment triangles trirectangles. L'angle 
trièdre correspondant, BEAO se nomme angle trirectangle, 

DÉFINITION XI. Deux triangles sphériques qui ont les 
côtés égaux chacun à chacun, sans pouvoir se superposer, 
sont appelés symétriques. 

Pour former le symétrique d'un triangle ABC, joignez p|«^ ^^^ 
les trois sommets A, B, C au centre O de la sphère, et 
prolongez les rayons AO, BO, CO jusqu'à ee qu'ils coupent 
de nouveau la surface de la sphère en A^, B^ , C^ ; menez les 
arcs de grand cercle A'C', A'B', B'C'; comme les angles 
trièdres 0A6C, OA^B^G^ ont tous leurs éléments égaux 
deux à deux , il en sera de même des triangles ABC, A^B^G^ 
Si (^'ailleurs ces triangles pouvaient se superposer, il en 
serait de même des angles tfièdres, qui sont symétriques- 
(l.5,p.21,r. 1). 

Remarque, En comparant toujours les triangles sphériques arec 
l€8 angles trièdres correspondants , et se rappelant ce qui a été dit 
aux propositions 22 ^23, 24 du liyre5, on reconnaîtra que deux 
triangles sphériûques sont égaux ou symétriques, s'ils ont : 
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1» Les trois celés égaox obaoan è cbaeao ; 

^ Un angle égal compris entre devx côtés égaux chacun à chacun ; 

di° Un côté égal adjacent à deux angles égaux chacun à chacun ; 

i» Les trois angles égaux chacun à chacun; 

On reconnaîtra encore que : i^ deux triangles spbériqnes symé- 
triques sont superposables s'ils sontisoscèles; 

2» Dans un triangle sphérîque isoscéle , les angles opposés aux 
côtés égaux sont égaux et réciproquement ; 

3<* Que dans un même triangle sphérique le plus grand côté est 
opposé au plus grand angle et réciproquement. 

On peut démontrer ces propriétés à peu prés comme celles qui 
leur répondent dans le premier liyre. 

DÉFINITION xii. Un plan mené par un point d'une sur- 
face est dit tangent en ce point à la surface , s'il est tel 
qu'aucun autre plan, mené par le même point, ne peut, 
aux environs de ce point, passer entre la surface et le pre- 
. mier plan. 

PROPOSITION XI. 

THÉORtlIE. 

Un plan fnenè par un point â^yme surface cylindrique ou conique 
droites , est ta-ngent à la surface en ce point , s'il contient V arête 9»» 
passe en ce point ; et la tangente à la section droite en ce même point. 
De plus -ce plan est tangent en tous les points de cette arête. 
Fig. 190b Soit K un point d*un cylindre droit , HF rareté qui y passe , MKN 
la section droite , son centre , KR' la tangente à cette section 
au point K : les deux droites HF, KK' déterminent un plan HK'. Si 
par le point K on mène un plan différent de celui-là , ce second 
plan contiendra rareté HF» ou ne la contiendra pas. Dans le pre- 
mier cas, il ne saurait contenir la tangente RR', et coupera le 
plan MRN en une droite KM différente de KR^ Cette droite KM 
étant une sécante an cercle KO , le coupera en un second point M, et 
par conséquent le plan MHF coupera encore le cylindre suivant 
Faréte MG = donc toute la partie du cylindre comprise entropies 
arêtes CM, HK sera renfermée entre ce second plan MHF et le 
plan HKR'; donc aux enyirons du point K ce second plan MHF ne 
passe pas entre le plan HRR' ' et le cylindre. Que si Fon mène 
par le point R un plan qui ne renferme pas Faréte HR, ce plan 
coupera cette arête et toutes les autres; ainsi une partie du cylin- 
dre, aux enyirons du point R est comprise entre les deux plans. 
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Donc enfin , le plan HK' est Ungen^ sm cylindre en K. Il Véii aussi 
en tout autre point H de Tarête HF^ Car si au point H on fait une 
section droite CHU, ayant son centime en À , le rayon ÀH sera pa* 
rallèle à OK (1. 5, p. 9); si donc au po^al H on mène HH' pari^léle 
à KK', cette droite HH' sera dans le plan CHU, et l'angle AHH' sera 
égal à OKK' (1. 5, p. <2) qui est droit; Tangle AHH' Vest donc 
aassi , et la droite HH' est tangente au cercle -CHU. Gomme cette 
tangente HH' est parallèle hJLK', elle est dans le plan HKK^ Donc 
ce plan contient la tangente en H à la section droite et V arête 
BF ; il est donc aussi tangent en H. On raisonne de même pour 
tout antre point de HF. 

Dans le cas du cône le raisonnement est à peu près le même (fig. 192). 

Corollaire, Par tout point pris hors d*un cylindre ou d'un cône pj^. 201 
droits , qn peut mener deux plans tangents. En effet, menons par ^ 202 
le point D une section droite GEK; de ce même point D menons 
à cette section les deux tangentes DE, DG, et par les points de 
coatact E, G, les deux arêtes EF, GH; les plans DEF, DGH seront 
les plans demandés. 

Si dans le cas du cône le plan de la section droite mené par le 
point D passe au sommet, il suffira de joindre cç point D au som- 
met, et de mener par ce même point D un plan perpendiculaire à 
U droite DA ainsi obtenue. Ce plan coupe le cône suivant deux 
arêtes dont chacune, arec DA, détermine un plan tangent. 

PROPOSITION XIL 

Un pUm KAI mené par un point fi de la surface d'une p. .^^ 
sphère A6) est tangent ck la sphère en ce point , s'il est 
perpendiculaire au rayon AB mené à ce même point. 

En çffet, tout autre plan mené par le ppint A, sera 
dblique au rayon AB , et aura par . conséquent des points 
plus rapprochés du centre que le point A; il coupera donc 
la sphère aux environs de ce point. Donc il ne saurait, au-o 
tour du point A, passer entre la sphère et le plan KAI; ce 
dernier est donc tangent. 

Corollaire 1, Le plan tangent à la sphère n'a avec la 
surface de celle-ci qu'un point commun, et ce point est 
le point de contact A. Car AB, étant perpendiculaire au 
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plan KAI, tout autre point K de ce pl$n est plus éloigné 
du centre B que le point A^ donc tous les autres points 
du plan sont hors de la sphère. 

Corollaire 2. Par une droite AB qui ne rencontre pas la sphère, 
Fig. x09. ^^ pg^^ mener deux .plans taog^ents à cette surface. Pour le pron- 
yer, da centre O menez un plan perpendiculaire à la droite AB; 
ce plan coupera la sphère suivant un grand cercle DGFE» et la 
droite AB en un point G; de ce point G menez à ce cercle deux 
tangentes HG, GE: je dis que les plans AGE, AGG sont tangents. 
En effet , joignez le centre à chacun 4es points E, G où le grand 
cercle DGE est touché par les deux tangentes. Le plan EGG étant 
perpendiculaire à la droite AB, Test aussi au plan AGG qui contient 
AB (1. 5, p. 15); or, OG est mené dans le plan EGG perpendi- 
culairement à GG, intersection de ces plans; donc OG est per- 
pendiculaire au plan AGG (\. 5, p. 16), et ce dernier plan, per- 
pendiculaire à l'extrémité d*un rayon OG, «st tangent. De même 
le plan AGE. 

Fig. 190. DÉFINITION XIII, Un cylindre droit à bases parallèles 
est le corps compris entre une surface cylindrique circu- 
laire et deux sections DFEG , GHUI parallèles à la direc- 
trice (d. 1 et 2), sections qu'on appelle les bases du cy- 
lindre, et qui sont des circonférences de cçrcle. 

Le cylindre droit à bases parallèles peut être engendré 

par un rectangle ABDG tournant autour du côté AB sup- 

. posé fixe; les côtés AG, BD décrivent deux cercles égaux 

GHU, DFE qui sont les bases, le côté GD décrit la surface 

latérale du cylindre, AB est appelé la hauteur, 

192 DÉFINITION XI F. Le cône droit 'à une base est un corps 

' AEFG compris entre une nappe d'un cône droit et une 

section EFG perpendiculaire à, Taxe AB, section qu'on 

nomme la base. 

Le cône droit à une base peut être engendré par un trian- 
gle rectangle ABG tournant autour d'un côté AB de l'an- 
gle droit. Le côté BG décrit la base, l'hypothénuse AG en- 
gendre la surface latérale, AB est appelé la hauteur, AC 
Vapotkème du cône. 
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PROPOSITION XIII. 

PAOBLÂttE. 

• 

Deux surfaces de révolution sont semlfkibles ei les eecUont méri" p. oq. 
diurnes sont semblables , et si les axes y sont des ligr^es homologues, 
Récijiroqoemeat toutes les surfaces semblables aune surface de révo^ 
htùm sont des surfaces de révolution engendrées par des méridiennes 
nmblables toitmant autour de droites homologues. 

Soit AB Taxe d'une surface de réyolution, ACBla demi-courbe 
méridienne. D*an point O pris sur Taxe , comme centre de si.mili- 
tadp, construisez une courbe aeb semblable à A€B; la droite AB 
sera mesp ligne homologue commune. Si Von fait tourner toute la 
figure autour AB, je dis que les deux courbes ACB, acb décriront * 
des surfaces semblables ayant le point pour centre de similitude. 
Car si Ton mène des rayons yecteurs OC, QC, etc., on a OC : Oe : : 
OC : Oc' '•: OC : Oe". Or pendant que la figure tourne autour de 
AB, ces proportions ne cessent pas de subsister, de sorte que 
C, C^ Cy etc., ne cessent pas d*étre homologues dec« e^ c".». Donc 
les surfaces décrites sont semblables (l. 6, d. 16). 

Réciproquement toute surface semblable à celle que décrit ACB 
aolour de AB , est une surface de réyolution pouvant être engen- 
drée par une courbe semblable à ACB tournant autour d'une ligne 
homologue à AB. Car pour former une surface semblable à celle 
que décrit ACB , prenez sur Taxe un point quelconque pour cen- 
tre de similitude, et cherchez d'abord les points homologues à 
ceux d*une section méridienne ACB. A cet effet, ayant pris à vo- 
lonté un point c comme homologue d'un point C , tirez les rayons 
vecteurs OC^ OÇ^S etc., et prenez les points e\ c" de façon qu'on 
ait OC : Oc :: OC i()c' •'' OC" : 0<^*; les points c', e"\ etc., seront 
homologues de C^ C" et formeront une courbe acb semblable à ACB. 
Sur une seconde section méridienne ADB prenez les points D, D' D'' 
' respectiyement sur les mêmes sections droites que C, C' C"..., de 
façon qu'on aura OD = OC, OD' = OC^ etc., et, après ayoir pris 
Od = Oc pour conserver le rapport de similitude^ cherchez les points 
homologues de D' D", etc., le lieu de ces points sera une courbe adb 
égale à aeb: car on a OD : Od : : OD' : Od' : : OD^' : Od"... 
mais on a aussi OC : Oc : : OC' : Oc' : : OC" : Oc" ; 

or puisque OC = OD, Oc = Od, OD' = OC, ou a aussi Od' = 
Oc', etc. Donc adb est égale à acb : donc toutes les sections faites 
dans la sufface semblable , au moyen de plans menés par AB sont 
égales à aeb, et si l'on fait tourner acb autour de AB, on décrira 
la surface. 

. 15 
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Remarqué. Aa lieu des sections méridiennes on, peut prendre 
des courbes quelconques, de sorte que deux surfaces de rérolution 
sont semblables si elles sont engendrées par des courbes semblables 
tournant autour de droites homologues. 

Corollaire i. Tous les cylindres droits indéfinis sont semblables. 
Car dans le cylindre droit , la demi section méridienne est une 
droite parallèle à Vaxe , et le lieu de tous les points homologues à 
ceux de cette droite, par rapport à un centre de similitude situé 
sur Taxe géra une seconde parallèle à l'axe. 

Corollaire 2. D.eux cônes droits indéfinis sont semblables s*ils 
sontéquiangles, c*e8t-à-dire, si la génératrice fait de part et d'autre 
ayec l'axe le même angle. 

Corollaire 3. Deux cylindres droits à bases parallèles sont sem- 
blables si les rectangles générateurs le sont, et deux cônes'droitsà 
une base sont semblables, si les triangles rectangles générateurs 
le sont. 

Bemarque. Deux cylindres quelconques indéfinis sont semblables 
si les courbes directrices le sont , et si une aréle de l'un est homo- 
logue à une arête de l'autre, par rapport à ces deux courbes; deux 
cônes quelconques indéfinis sont semblables, si les directrices le 
sont , et si les sommets sont des points homologues par rapport & 
ces courbes. 

CoroUaire 4. Toute) les sphères sont semblables. 

VériNiTioir xr. Qu entend par surface courbe convexe une sur- 
face qui se trouye tout entière d*un même côté de l'on quelconque 
de ses plans tangents. Le cylindre droit, le cône droit, la sphère 
sont terminés par des surfaces convexes :p. 11 et 12). 

Bemarquel Nous regarderons comme évidents les principes sui- 
vants : 

1<» Si une aire plane et une iurfaee courbe ou polyèdrale non inter- 
rompue se terminent au même contour, l'aire plane eit plus petite que 
la surface courbe ou polyèdrale. 

2« Si une surface convexe est enveloppée par une autre surface qui 
se termine au même contour , la surface enveloppée est moindre que 
la surface enveloppante. 

30 De deux surfaces fermées de toutes parts, dont l'une, d'aiUeurs 
convexe, est partout enveloppée par Vautre, la surface enveloppée 
est la plus petite. Ce dernier principe est une conséquence du second. 

Remarque. Dans ce qui suit, il s'agira de cylindres droits 
à bases parallèles et de cônes droits à une base. Pour abré- 
ger, nous appellerons ces corps simplemenicjrlindres droits, 
cônes droits. 
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DÈFiNiTtoii xri. Un prisme inscrit dans un cylindre Fig. 205. 
droit est un ^prisme qui a pour bases des polygones ÂBG 
etc., A^B'G^.. inscrits dans les bases du cylindre. Si ces po- 
lygones sont réguliers , le prisme est dit régulier. 

Le prisme circonscrit à un cylindre droit a de même pour 
bases des polygones circonscrits aux bases du cylindre. 

DépiNiTioif xFii. Un fuseau cylindrique est la partie 
de la surface convexe du cylindre, comprise entre deux 
arêtes. 

PROPOSITION XIV. 

THÉORÈME. 

La gurfaee latércUe du cylindre droiteit plut grande qw celle d'un ^i„ ^05 
prisme- inscrit et plus petite que celle d'tm prisme circonscrit. 

Soient ÀBCD...À'B^C^D' plusieurs faces d'un prisme inscrit dans le 
cylindre droit dont les bases sont les cercles AO, A'O^ Je dis que 
chaque face du prisme, telle que BGC'B' est moindre que le fuseau 
cylindrique correspondant BmCG'm'B^ Car si le rectangle n*est 
pas plus petit, il sera égal ou supérieur à ce fuseau. Supposons-le 
d'abord supérieur; soit R la différence de ces deux surfaces, c'est- 
à-dire, K = BGG'B' — Bm GC'm'B'; soit a l'aire du segment de 
cercle BCm. Prolongez indéfiniment les arêtes du cylindre et les 
faces du prisme ; si ron construit ainsi une figure dont la hauteur 
soit double, triple, etc., de 00', les parties de rectangle et de cy- 
lindre comprises entr^ les prolongements de BB', GG^ deviendront 
doubles , triples , etc. ; il en sera de même de leur différence , qui 
deyiendra double, triple , etc., de K. On pourra donc prolonger la 
figure suffisamment pour que cette différence devienne aussi 
grande qu'on voudra , et pour qu'elle devienne ,' par conséquent, 
plus grande que 2a. Pour ne pas changer de figure, supposons 
que la figure actuelle représente ce prolongement. On aurait donc 
BCC'B' — BmGG'm'B' > 2a ou > BGm -h B'C'm', d'où BGG'B' > 
BiBiQG'm'B' -(- BGm-H B'G'm' ; d'où il résulterait que là surface plana 
BGG'B' Mrait plus grande que la surface courbe formée du fuseau cy- i 

lindrique et des deux segmekils de cercle, surface courbe qui a les I 

mômes limties que la surface plane; ce qui est absurde. Donc le 
plan n'est pas plus grand que le fiisesv eyMfidrique^ 

Supposons que le plan puisse être équivalent au tt^eem». Prenez 
les poiala It^ h', milieux des arcs BG, B'G' ; joignez-les aux eztré- 

15. 
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mités des mêmes arcs ; lirez aussi Taréle W» I^ somme des deai 
recUngles B56'B', bCC'b' a pour mesure BB' X (Bd + bC) ; le rec- 
tangle BCG'B' apoor mesure BB' X BC ; or B6 + bC, est plus grand 
que BG ; donc la somme des deux rectangles Bb', hC est plus grande 
que le rectangle BGC'B^ Mais on suppose ce dernier équiyalentau 
fuseau HmGB' ; donc la somme des rectangles B6', bG' serait plus 
grande que ce fuseau , et chacun de ces mêmes rectangles serait 
plus grand que le fuseau correspondant, ce qui osl impossible. 

On prouyera , d'une manière analogue , que la surface conTexe 
du cylindre est plus petite que celle du prisme circonscrit. 

PROPOSITION XV. 

THÉORillE. 

La surface latérale ou com^exe du cylindre droit est égale 
au prodiuit de la hauteur par la circonférence de la base. 

En effet, si Ton regarde la circonférenoe delà basecomme 
un polygone régulier d'une infinité de côtés , le cylindre 
lui-même peut être regardé comme un prisme droit d'une 
infinité de fiices. Or, la surface latérale du prisme droit est 
^ale au produit de la hauteur par le périmètre de la base. 
(1. 6, p. 9^ c.) Donc celle du cylindre droit est aussi égale 
au produit de la bauteur par la circonférence de la base. 

Soient P, p les périmètres de deux polygones réguliers inGni* 
tésimaux et semblables , le premier circonscrit, le second inscrit i 
la base du cylindre , h la hauteur commune des trois corps. La 
surface lalérale du prisme circonscrit est PXh, celle du prisme 
inscrit p X A; la différence des deux prismes, (^— P) X h, est infini- 
ment petite , puisque P — p Test (1.3); donc la surface ducjliodre 
diffère infiniment peu de chacune de ces deux sur faces. Prenant donc 
la relation 

surface du prisme circonscrit z= PXh, 
et négligeant les infiniment petits , on a 

surface du cylindre '= circonférence de la base X hauleut 

CoroUaire 1. Soit r le rayon de la base, h la hauteur d 
l'expression de la surface convexe est Stt r A« 

Corollaire 2. L'aire du fuseau cylindrique est égale à 
Tare qui lui sert de base multiplié par la hauteur. 
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CoroUaifû 3. Xei ^rfœea eonvex$$ de deux eylindr$$ iemblahles 
$ont entre elles comme lee earrés des dimensions homologues. Car 
soient S, s, ces sorfeces^ B, r les rayons, ff, h les hauteurs. Pnis- 
qne les cylindres sont semblables , les rectangles générateors le 
soDt (p. 13, c. 3) et Ton « 

H :h''' R'-r 
mais on a aussi 2srA : 2vr : : il : r 

d'où, multipliant 2A^ : 2ifrh'i H* : r" 

ou J" : s : : JR' : r' ou : : ^' : *' : : elc. 

tes surfaces totales, bases comprises, sont dans le même rapport. 



PROPOSITION XVI. 

THiORÈME. 

Le volume du cylindre droit est égal à la surface de ' 
la base multipliée par la hauteur. 

Cette propriété est évidente si l'on considère encore le 
cylindre comme un prisme d'une infinité de faces. Car 
(I. 6, p. 9, c.) le volume d'un prisme est égal à la surface 
de la base multipliée par la hauteur. 

Soient ué, a, les aires de deux polygones réguliers inflnitési- 
manx et semblables, le premier étant circonscrit, le second ins- 
crit à la base du cylindre ; h la hauteur. La différence des yolumes 
des prismes , circonscrit et inscrit , qui ont ces polygones pour ba- 
ses, est {A — a) h, quantité infiniment petite, puisque i — a l'est 
(1* 4). Donc le cylindre compris entre les deux prismes, diffère in- 
finiment peu de chacun de ces prismes, et si l'on prend la relation 

volume du prisme eirconserii = A X h, 
pour y négliger les infiniment petits , on a 

volume du cylindre = aire de la hase X h. 

Corollaire 1. Le rayon de Isrbase étant r, le volume du 

cylindre sera 7t r h. 

Corollaire 2. Uonglet cylindrique est le corps compris 
entre un fuseau Bm CC>'B^ et les plans BBO^O, €00^0 ^^^' ^^^' 
menés par l'axe et par les arêtes limites du fuseau .<Ie corps 
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a pour volume le produit de sa hauteur par Taire du sec- 
teur circulaire BmCO qui lui sert de base. 

Le segment de cylindre est le corps compris entre un 
fuseau BmCC'm^BS et le plan BGG/B^ mené par ses deux 
arêtes limites. Il a pour mesure le produit de la hauteur 
00^ par Taire du segment de cercle BCm qui lui sert de 
base. 

Cêr^llairs 3. Les yolames des cylindres semMaUes ««nt cainine 
les cubes des dlmensiens bomologaes. Gnr si R, r sont les rayons, 
H , A les hauteurs , on a H : A : : R : r , 

mais »E* : «r* : : R* : r' 

multipliant on a «R^H - «r*A :: R^ : r^ ou : : H^ : A^ . 

PÉFiNiTiON xFiii. Une pyramide est dite inscrite ou cir- 

c0nscritek un c6ne droit , lorsqu'elle a pour sommet celui 

du c6ne , et pour base un polygone inscrit ou circonscrit 

à la base du cène. 

PROPOSITION XVII. 

THÉORÈBIE. 

£« surfmce Mérmle du cène est plus petite que ceUe de toute pyra- 
mide régulière circonscrite , et plus grande que celle de toute pyre- 
mide régulière inscrite. 

Pour le prouver , cenceyez la figure formée par le cène avec 
les deux pyramides , et prenant le plan des bases pour plan de §/* 
mélrie, construisez une figure symétrique de la première. Yousan- 
rez ainsi troissurfaces conyexes et fermées, savoir : 1° Tensembledes 
deux pyramides circonscrites ; 2® le double cône; 3° la double pyra- 
mide inscrite. Or la première de ces figures enveloppant la seconde, 
sera plus grande que cette seconde figure ; donc la moitié de la pre- 
mière, c'est-à-dire , la surface latérale de la pyramide circonscrite, 
sera plus grande que la moitié de la seconde , c*est-à^ire , que la 
surface convexe du cône. On reconnaît de même que la surface con- 
vexe du cône est plus grande que la surface latérale de la pyramide 
inscrite. 
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PROPOSITION XVIII. 

La surfcuie connexe du cône droit est égale à la moitié 
de V arête multipliée par la circonférence de la base. 

Circonscrivez à la base du cône un polygone régulier in- . 
finitésimal, et joign^-enles sommets au sommet du cône; ^"*^* ^^*' 
TOUS déterminerez ainsi une pyramide régulière circon- 
scrite. Soit FG un côté du polygone 9 H le point de contact; 
si l'on joint DH, cette droite est perpendiculaire à FG, et 
par suite AH est aussi perpendiculaire à FG (1. 5, p. 6); 
donc ÂH qui est Taréte du cône est aussi Tapothème de la 
pyramide; Mais la surface latérale de la pyramide a pour 
mesure la moitié de cet apothème multipliée par le péri- 
mètre de la base (1. 6, p. 10). Donc la surface du cône qui 
se confond avec cette pyramide si Ton considère le cercle 
comme un polygone infinitésimal, aura pour mesure la 
moitié de Taréte multipliée par la circonférence de la base. 

Soient deax pyramides régaliéres, l'une circonscrite, Taatre in- 
scrite, ayant pour bases des polygones infinitésimaux semblables; 
soit FG on côté du polygone cilrconscrit , BE, parallèle à FG, le côté 
do polygone inscrit; AH, AI seront les apotbémes des pyramides. 
Nommanl P, p» les périmètres de leurs bases, on a pour les surfa- 
ces conyexes de ces deux corps (1. 6, p. 10) ^ P X AH, ^ p. AI. Dans 
ces deux produits , le facteur ^ P diffère infiniment peu de ^ p; quant 

à AH et AI, leur différence est moindre que HI , qui est infiniment 
petit. Donc (l. 3) les deux produits diffèrent infiniment peu F un 
de Fautre et de la surface du cône. On a ainsi 

surface convexe de la pyramide cireonseriie = ^ P X AH , ^ 

négligeant les infiniment petits, on a 

surface convexe du eàne = \ AH X éirconférenee DH. 

Corollaire 1. Soit r le rayon de la base, c le côté; la 
surface du cône aura pour mesure { c x inr ou 7t r. c. 
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Corollaire 2. Le/tf^eau'Conique, c'est-à-dire la portion 
de la surface du cône, que déterminent deux arêtes quel- 
conques , a pour mesure la moitié de l'arête multipliée par 
Tare compris entre ces mêmes arêtes sur la circonférence de 
la base. 

Corollaire 9* Lés sof faces latérales ou totales de deux cônes 
semblables sont comme les carrés des dimensions homologues. 

Fig. 207. Définition xix. On appelle tronc de cône dhit à 
bases parallèles le corps CMBEGF compris entre la base 
GHB d'un cône droit , et une section F6E pa^Uèle à la 
base. Ce oorps pfsut être engendré pat- un trapèze HDBE , 
ayant des angles droits en D et H ^ et tournant autour du 
côté OH. Les droites HE , DB décrirent deux cercles qui 
sont les bases parallèles; la droite EB, qu'on nomme le cité 
du tronc de cône» décrit la surface latérale i DH en est la 
hauteur. 

PROPOSITION XIX. 1 

THÉORÈME. 

La surface latérale du tronc de cône droit a pour me- 
sure le produit du côté par la demi-somme des circonfé- 
rences éles bases, ou par la circonférence d'une section 
faite à égales distances des bases, 

¥ig. 207. ^* ^^^^ "^ ^^^^ ^® ^^^^ CMBEGF; prolongez le côté BE 
et la hauteur DH jusqu'à leur rencontre en A; AD sera la 
hauteur du cône entier, AB sera le côté de ce même cône. 
Au point B élevez à AB une perpendiculaire BI; supposons 
cette perpendiculaire égale à la longueur de la circonfé- 
rence DB développée, et joignons AI ; du point E soit me- 
née la droite EK parallèle à BI. A cause des triangles sem- 
blables, on aura 

BI:EK::BA:EA::BD:EH, 
et par conséquent :: 27r. BD : StT. EH, 
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Or,BI, parhypothèse, est égale à Stt.BD; dohcEK= ^nEU.. 
Cela posé, le triangle ABI a pour mesure ^ AB x BI 
(1.4, p. 3); la surface convexe du cône AGB est ^ale à 
; ÂB X 27r BD (p. 18 ). Donc lé triangle ABI est équiva- 
lent à la surface ^nvexe du cône ACB. De même le trian- 
gle AKEest équivalent à la surface du petit cône APE; 
donc le trapèze EBIK, différence des deux triangles, est 
équivalent à la mirface du tronc de' cône , différence des 
deux cônes. Mais le trapèze (L 4,p. 4) a pour mesure 

EK -4- BI ' • 

EB X — â~ — 9 ^^"^^ ^* surface du tronc de cône a pour 

mesure son côté multiplié par la demi-somme des drcon- 
férences des bases. 

2^ Soit L le milieu du côté ËB ; de ce point L menons la 
droite LQ parallèle à Bf , et le plan LP parallèle aux bases 
du tronc de cône. Le trapèze BIKE a aussi pour mesure 
BE X LQ (1. 4, p. 4) ; mais on peut prouver que LQ est 
égale à circonférence LO ; donc la surface du tronc de cône 
a encore pour mesure BE X cire. LO ou 2 ji. BE. LO. 

Remarque. La surface convexe du cône entier a aussi 
pour mesure son côté multiplié par la circonfiSrence de la 
section faite à égales distances entre le sommet et la base. 
Car on a (p, 18 ) surface ACMB =r AF x î cire. DB. Or, 
si par le point E , supposé au milieu de AB, on fait une sec- 
tion EGF, parallèle à la base GMB , on a 

Cire DB : cire. HE :: DB : HE :: AB : AE :: 2:1. 

Donc cire. HE = ^ eirè. DB, et la surface du cône=: AB X 
cire. HE. 
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PROPOSITION XX. 

THÉORàlfE. 

Le volume du cône droit est égal à la surface de la base 
multipliée par tiers de la hauteur. 

Si l'on regarde le cercle comme un polygone infinitési- 
mal , le cône est une pyramide qui pou/fnesure de son yo- 
lume le produit de la base par le tiers de la hauteur (1. 6, 

p. 16)- 

Soient 5« sles aires de deat polygones régnliers infinitésimaux et 
semblables, Tan circonscrit, Vautre inscrit à la base du cône; les 
pyramides qui auront pour bases ces polygones et pour sommel le 

sommet du cône , auront pour rolumes ^ S, h» et j t. h, la bao- 
teur commune étant A. Or la différence de ces deux expressions, 
^hX (S-^ s), eêi infiniment petite ; donc la différence entrjB cha- 
cune de ces pyramides et le cône Test aussi. Prenant donc la relation 

volume de la pyramide drconscrite = ^S. h 
et négligeant les infiniment petits on a ^ 

volume du cane = ^ hX Vaire de la baee. 

Corollaire 1. Si r est le rayon de la base, le volume du 

a 

cône est î Tt r A. 

Fig 206 Corollaire 2. L'onglet conique, c'est-à-dire le corps 
intercepté dans le cône par deux plans BDA , EDA conduits 
suivant Taxe, a pour mesure sa base, le secteur BDE, mul- 
tipliée par le tiers de AD. 

Le segment conique, compris entre le fuseau ABHE, et 
le plan ABE a aussi pour mesure le produit du segment de 
cercle BEH, multiplié par le tiers de AD. 

Corollaire 3. Les volumes des cônes semblables sont conmie les 
cubes des dimensions homologues. 
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PROPOSITION XXL 

THÉORÈME. 

Le volume du tronc de cône droit à bases parallèles 
est égal à la somme de trois cônes ayant pour hauteur 
commune la hauteur du tronc, et pour bases l'un, la base 
inférieure. Vautre, la base supérieure, et le troisième, 
une moyenne proportionnelle entre les deux bases. 

Démonstration t^. Si l'on regarde le cercle comme un 
polygone infinitésimal, le tronc de cône devient un tronc 
de pyramide. Or, la propriété énoncée dans cette proposi- 
tion est vraie pour ce dernier corps (1. 6, p. 16); donc elle 
Test pour le tronc de cône. 

2« Dêmonatration. Soient ABC, abo, les bases da tronc de cône, S le 
sommet du cône entier. Sur le plan de la base ABC soit pris on trian* Fig. 208. 
gle DEF équivalent au cercle ABC ; le tétraèdre SDEF sera éqoiya- 
lent au cône SABG. Prolongez le plan abe , et soit deflSi section qu'il 
fera dans le tétraèdre. O, o étant les points où la hauteur est cou- 
pée pair les plans ABC, <Âe^ on a (1. 6, p.l3) 

DEF : def : : SO : So':: Bo' 6o* 

a —a 

OU :: vBO: 9 bo 

a a 

Or DFE = V. BO , donc aussi def=: ^.bo . Par conséquent le cône 
Sac& est équiyalent au tétraèdre Sdef; donc aussi le tronc de cône 
est équiyalent au tronc de tétraèdre DEF def, et par conséquent 
(1. 6, p. 16) égal à la somme de trois tétraèdres, ou de trois cônes , 
ayant pour hauteur commune celle du tronc , et pour bases les ba- 
ses indiquées dans renoncé. 

Corollaire !• Soient R, r les rayons des bases; leurs 
surfaces seront ttA", Ttri la moyenne proportionnelle sera 

Soi^ la hauteur du tronc, son volume est 
\h.7t.R"+'^h7tr' + '^h7t.Rr = \7th{R' + r* + Rr). 

Hemargue sur le volume du cylindre et du cône. On appelle cylin- 
dre oblique le corps terminé par une surface cylindrique circulaire 
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qui n*e8t pas droite, et par deax plans' parallèles aa cercle direc- 
teor. Ces plans, qui sont des cercles, sont appelés les bases du cj^ 
lindre; la hauteur du cylindre est la distance de ces bases. Par un 
raisonnement presque identique ayec^celui de la proposition 16, on 
démontrera que le cylindre oblique a pour Yolume le produit de la 
base par la hauteur. 

Le cône oblique est le corps terminé par une nappe de cène cir- 
calairenoD droit, et par un plan parallèle au eerele dlreotewr ; ee 
plan, qui est un cercle , se nomme la base ; la hauteur est la dis ^ 
tance du sommet au plan de Ta base. Deux plans parallèles au cer- 
cle directeur comprennent entre eux lé tronc de cène oblique. 
Les propositions 20 et 21 s'appliquent , la première a« cène ohHque , 
la seconde au tronc de tène oblique. 

Fig. 209. Birtnition xx. Pendant que ie demi-cercle AOB tour- 
nant autour du diamètre AD, décrit la sphère, un aro tel 
que BG décrit une surface qu'on appelle zàne sphérique; 
les perpendiculaires BE , GF , abaissée des extrémités B, C 
de l'arc sur AD , décrÎTent deux cercles qu'on appelle les 
bases de la zone; EF en est la hauteur. Cette zone s'appelle 
zone à deux bases» Celle que décrit l'arc AB se nomme 
zone à une base ou ccdatte; sa hauteur est AE. La hauteur 
d'une zone n'est autre chose que la projection de l'arc gé- 
nérateur sur le diamètre AD qui sert d'axe. 

PBOPOSITION XXII. 

THàORÈME. 

Fiff 210 Soient AD, DC, CB , etc., plusieurs droites contiguës, 
égales et également inclinées ,0 le jcentre du cercle in- 
scrit eai contour ADCB; si ce contour, situé du même côté 
du diamètre AI mené par un sommet extrême A, tourne 
autour de ce diamètre y la surface décrite a pour mesure la 
circonférence ducerde inscrit multipliée par la projection 
de ADCB sur Vajçe AL 

Des sommets B, G, D menez sur l'axç les perpendiculaires 
BB' , ce , DD'. Du centre O menez sur CD la perpendicii- 
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laire OE qui tondiera au, point E 9 milieu de CD; de «e 
point £ menez EF perpen^oulaîrexà Taxe^^et du point D 
conduisez DG parallèle ai/méme axé^ Le tra^e GQ'iyD, 
tournant autour de AI, 4^rît un tj^cmc de cône dont la 
surface convexe, engendrée par CD, a pour tOÊdaaxf ie c6té 
CD, multifrfié par la circoûAbence qui a pour rayon EF 
( p. 19 ) ; désignant cette surface par surface CD, on a doue 

SurfaceCD = 2n.VExCS). 
Or, les triangles CGD, EFO qui ont les côtés respective- 
ment perpendiculadres , aont semblables (L 3, p. 17), et 
donnent f E : DG : : OE : CD ; 

d'où FExCD = OExDGou = OExC'D'. 
De cette manière la surface CD devient = Stt OE X G^D^ 
On prouvera de même que surface BC = 2 Jt OE X B'C', 
et que surface AD = 2 tt OE X AD'. Donc la somme de 
ces surfaces, ou surface ADCB = 27r OE X (AD' + 
D'C + C'B' ) , ou 27t. OE X AB'. 

PROPOSITION XXIII. 

méoRâHE 

La surface d*une zone sphérique a pour mesure la cir- 
conférence d'un grand cercle multipliée par la hauteur, et 
la suiface de la sphère a pour mesure la cireot^érenee 
d'un grand cercle multipliée par le diamètre. 

En effet, si l'on regarde le cercle comme un polygone ré- 
gulier d'une infinité de côtés , la surface engendrée par 
une portion de ce polygone, aura, comme on Ta prouvé 
dans le théorème précédent, pour mesure la circonférence 
du cercle inscrit multipliée par la projection du contour 
générateur. Or, dans ce cas le cercle inscrit se confond avec 
le grand cercle de la sphère. S'il s'agit d'une zone à une 
base décrite par l'arc ÂB , ou d'une zone *à deux bases Fig. 309. 
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décrite par l'arc BG, la projection du contour générateur 
n'est autre chose que la hauteur AE ou EF de la zone. S'il 
s'agit de la sphère entière décrite par la demi-circonférence 
AGD, la projection du contour générateur se réduit au 
diamètre AD. Donc toute zone a pour mesure la circonfé- 
rence d'un grand cercle multipliée par la hauteur , et la 
surface de la sphère a pour mesure la même circonférence 
multipliée par le diamètre» 

Soit d*abord ane %bne à une base décrite par l'arc abed, Inscri- 
rig. SU- ^^2 à Tare génératear une série de cordes égales formant le con- 
toor polygonal abed; et par rapport an point pris pour centre de 
similitude , circonscriTez nn polygone semblable ABGD ; des points 
d, D menez sor Taxe les perpendiculaires dd'» DD', et du centre 
sor CD la perpendiculaire OE coupant ed en A. La zone décrite par 
ahed est une surface enveloppée par la surface que décrit le con- 
tour ABGDd^ et ces doux surfaces se terminent toutes deux au plan 
circulaire que décrit la droite dd', La zone est donc plus petite qae 
la surface que décrit ce contour. Par une raison semblable, la 
zone est plus grande que la surface décrite par le contour polygo- 
nal inscrit àbed. Or la surface ÀBGDd se compose du tronc de cône 
infiniment petit décrit par Bd, et de la surface décrite par ABGD 
qui a pour mesure (p. 22)... 2«0Ex AD'. La surface décrite par le 
polygone o&cdapour mesure 2»0A X ad'. Mais OE diffère infiniment 
peu de Oh, AD' diffère infiniment peu de ad', et le tronc de cône 
Ddestinflnimeni petit. Donc les deux surfaces qui comprennent la 
zone difrérent infiniment peu Tune de Vautre et de la zone. Prenant 
donc la relation 

iurfaee abed = 2«. Ohxad' 
et négligeant les infiniment petits, on a 

zone abd = 2^. OE. ad'. 

Soit en second lieu la zone à deux bases engendrée par Tare LI; 
on a xône ml = 2ir. Om X mR, 

zone mL = 2^. Om X mH, 
retrancbant, on a zone IL = 2«. Om X KH. ^ 

Enfin , si l'on considère les zones engendrées paisses deux arcs 
supplémentaires al, ml , on aura T 

zone al -4- zone ml = 2« Oa X (aK -4- iA) 
ou »phère Oa == 2v Oa X om. 

Ainsi la surface de la sphère est égale à la circonférence d'un grand 
cercle multipliée par le diamètre. 
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Corollaire 1. Soit r le ra^oa d'une sphère, A la hauteur 
d'une zone; sa surrace sera 2 7t r. h. 

La surface de la sphère sera 2 TCrX^rou 4 71 r'. Gomme 
le diamètre que nous nommerons d est ^^I à 3 r, on a 
4 r = (T j et l'expression de la surface de la sphère prend 
la Tonne Jt d . 

La surface d'un grand cercle est îT p' , celle de la sphère 
^' inr' ; ainsi la surface de la sphère est ^te à quatre 
grands cercles. 

CoroUaire % Si r et r' sont les rayons de deux sphères, 
leurs surfaces sont inr" , Aitr"'; or, on a 

4 ït r" : 4 3T r'* :: r' ; /•'', 
proportion qui prouve que les surfaces des sphères sont 
comme les carrés des rayons. 

PROPOSITION XXIV. 

TBéORiHE. 

SiwnlHangletouTntaatourd'wMdToiuXïimtnh par ion lommel p|» ^jq 
A, «t dant ion plan, le eorp$ décrit a pour manirt dt ion volume la ^^ '^^ 
turface que décrit la baié multipliét par le tien dt la AauMur du 
triangle. 

Il y a Irois cas : 1° la baie BC du iriangle eil parallèle à l'ate. 
HcDezIabaDteurAE, et du point C la droU« CF parallèle i AE. ^'S- ^^^• 
Le rectangle AECF touraant a jtonr de AD, décrit on cylindre droit 

qui a pour volume fp. lA, o. 1) « AGX EC. D'nn aatre c&ié, le 
Itianfle rectangle ACF tonmaot anlonr de AF décrit dq c&ne droit 

qnl a pour volame (p. 20, c. 1) ^ ' AE X EC. Donc le corp» décrit 
pir le triaagle AEC qui eit la dirrérence entre le rectangle AECF 
et le triangle ACF, aora pour mesure la difTérence de ces deux 

cipresiions, difTérence qui eit ^ t. AEXEC, et qui peut m mettre 
tons la forme 3 AE X 2«.AE X EC. Or 2i AE X EC «il la «nrlïcc 
latérale da cylindre que décrit le rectangle AECF (p. 16, c. 1), 00 
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bien la surface décrite par la base EG du triangle. Donc on a 

volume A£G = ^ AE X surface £G 

on aura de même 

volume AEB = | AE X surface EB, 

retrànebant le premier du second , on a 

volume ABC = | AE X surface BG. 

S*il 8*agit du triangle AB'G, on ajoute les yolumes des corps dé* 
crits par AEG, AB'E, et Ton a un résultat analogue. 
V* 21 3 ^** I^'a^e AD est un côté du triangle générateur ABD. Du point B 
'^* ' me^nev sur V»t<e la perpendiculaire BF, Le cdne décrit par le trian- 

gle ABF a pour mesure (p. 20, c. 1) - y.BF X AF. Gelui qu'engen- 

dre le triangle DBF a pour mesure -r t.BF X DF. Ainsi la somme 
de ces deux cônes donnera 

volume ABD = ^ ^r.BF X AD 

ott =i».MFXBFXAD. 

Or BF X AD est le double de Taire du triangle ABD; mais si Ton 
mène AE perpendiculaire à BD, le double de cette aire est aussi 
égal à AE X BD ; donc 

volume ABD = ^ «.BF X AE X BD 

= jAEXwBFXBD; 

« d*un autre côté-, «.BF X BD est (p. 18, c. 1) la surface convexe du 

cône décrit par le triangle BFD, c*est-à-dire la surfoce décrite par 
BD ; donc enOn 

voluma ABD = î> A£ X iurface BD. 

Z^ Le triangle générateur ABG, tourne autour d'une droite AD 
qui rencontre la base BG prolongée. 
On aura, d'après ce qu'on Tient de prouTor , 

vohme ABD = '3 AE X sur A>ca BD, 

voiume AGD = i AE X surface GD, 

retranchant, on a 

volume ABG = ^ AE X surface BG. 

Remarque. Soit I le milieu de BG ; surface BG n'est autre chose 
que la surface convexe d'un trono de cône , laquelle a pour mesure 
le côté BG, multiplié par la circonférence qui a pour rayon ta pcr- 
pendicnli^ire IG, ou Sji.IG X BG (p. 19). Ainsi 
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volume ABC = | ir. AE X BC X IG; 
mais A£ X BG == SABG ; donc 

volume ABC = 5 X 27tIG X ABC = ^ cire. IG X ABC ; 
oeyolome est donc égal à Faire du triangle générateur mnltipliée 
par les | de la circonférence que décrit le milieu I de la base. 

Si Ton joint AI, qu*on prenne AH égal à ^ de AI, et qu'on mène 

flK perpendiculaire à AD, on a HK : IG : : AH : AI : : 2 : 3. 

Ainsi HK = ^ IG, etSTr.HK = \ XStt.IG, ou cire. HK = 4 cire. IG, 

donc volume ABC = ABC X être. HK. 

Ainsi le corps décrit par U triangle ABC a pour mesure Vaire de 
ce triangle multipliée par la circonférence que déerit le point H pris 
sur la droite qui Joint le sommet au milieu de la hase, aux deux tiers 
de eette li^e à partir du sommet , ou au tiers à partir de la base. 

DÉFINITION XXI. Le secteur sphérique est le corps dé-Fig. 21*. 
crit par un secteur circulaii^ AOB tournant autour d'un 
rayon extrême BO. L'arc AB décrit une calotte qu'on 
nomme la base du secteur. 

PROPOSITION XXV- 

THÉORÈME. 

Le volume du secteur sphérique est égal à la calotte qui 
lui sert de base, multipliée par le tiers du rayon , et le 
volume de la sphère est égal à sa surface multipliée aussi 
par le tiers du rayon. 

l'*" démonstration. Soit le secteur de cercle AOB tour- 
nant autour de OB , et engendrant un secteur sphérique. 
Divisez l'arc AB en parties égales infiniment petites AG, *'*8* ^**' 
CD, etc. Par chacun de ces points de division menez un 
pian perpendiculaire à BO; ces plans couperont la sphère 
suivant des cercles CC'C'^.., DD'D"..«. Considérant lacir- 
conférenoe que décrit le point A autoup de OB, divisez-la 
aussi en parties égales infiniment petites aux points A, A', 
A'', etc.;. joignez ces points au point B par des arcs de 
grand cercle ACB, A'C<B, A"C"B , etc. La surface de la 

16 



Fig. ail. 
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calotte, base du secteur, se trou¥era ainsi décomposée en 
quadrilatères à côtés infiniment petits, tels que AA^G'G, 
A'A''G'^G- , etc., auxquels se trouve jointe la calotte infi- 
niment petite décrite par l'arc BD. Gela fait, au point B on 
m^e un plan tangent; on mène de même en D, l)\ D'^ des 
plans tangents que Ton termine supérieurement au plan 
tangent en B, et latéralement chacun à son intersection 
avec le suivant. On fait de même en G, G^, C^'.^, A, AS 
A''... Ges derniers seront terminés inférieurement au plan 
du cercle AA'A'^ On formera ainsi une surface polyédraie 
circonscrite à la calotte, et différant infiniment peu de cette 
calotte. Joignant les sommets a, a', a*\ b, b\ o", etc., de 
cette surface polyédrale au point 0, centre de la sphère , 
on formera un polyèdre qui ^ffère infiniment peu du sec- 
teur sphérique. Or, ce polyèdre peut être regardé comme 
composé de pyramides ayant toutes pour sommets le centre 
0, et pour bases les faces aa'b'b , bb'c'c,..; les hauteurs de 
ces pyramides sont toutes égales au rayon. Car puisque la 
face aa'b'b est tangente à la sphère en A ' , le rayon OA' sera 
perpendiculaire à cette face; il en est de même des autres. 
Chacune de ces pyramides a donc pour mesure le produit 
de sa base ab* , a*h'^, etc., par le tiers du rayon (K 6, 
p. 16) , et par suite leur somme ou le polyèdre total a pour 
mesure la somme des bases, multipliée par le tiers du 
rayon. Donc le secteur sphérique a aussi pour mesure la 
calotte multipliée par le tiers du rayon. Rien n'empêche 
de supposer que l'arc AB soit une demi^irconférenoe, et, 
par conséquent, la sphère entière a pour mesure sa surface 
multipliée par le tiers du rayon '• 

2* dèmw^iratiùn. SoltadO le secteur circulaire générateur; for- 
mel les polygones a6«<l« ABCD comme à la fin de la proj^oaitîon 23. 
Joignei cO , ftO. Le triangle <ieO tournant autour de A.0 décrit 

un corps ^i a poyr meiMffe(p. 24) twrf. od X î M; de même le 

1 On peut donner k ce raisonnement toute U rigueur désirable. 
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corp» décrit p»r le trlaogle baO a pour me«are lurf. beX \0h, 
«t ceini qpe dËcrit abO a pour eiyreMioii furf. ab X ^ OA. Bodo 
le corps décrit par le polygone abedO a pour To)tinie turf, abed 
x\Oh: on aura ausii voIum« ABCDO = lurfae» ABCD X'^ OE. Hait 
iur/be«afreifdlfflirelnanlnient peadetur/'oegABCD, etiOAdcjOE. 
Donc cei dsm corps diCTèrcnt InflBiineDt peu l'an de l'antre et dn 
MCtenr «phiclqne atlO. 

On coDClnt de U, comme i l'ordinaire , que le teeltur ^ eatotte 
X j rayon, et qne le Tolome de lajiphAre = turfaet iphiriqae X j 
ni|ran. 

Corollaire 1. Soit r le ra^on d'une sphère, A la hauteur 
d'une calotte. La surface de cette calotte sera (p. 23, c 1) 
S a rh, et le Tolume du secteur dont elle est la base aura 
pour expression jr><2rerA=:j;rr'A.La surrace de la 
sphère (p. 23, c, 1) est 4 tt r ; par eonséquent son vo- 
lume sera AjtrX\riOn\jtr> 

Nommant d le diamètre , on a aussi pour la surface de 
la sphère ït à*, Multipliant par ^ d qui est égal à ^ r, on a 
pour le volume g îi (f 

Corollaire 2. Les volumes des sphères sont comme les 
cubes des rajons -ou des diamètres. 

PROPOSITION XXVI. 

PROBLÈME. ' pig, 215. 

Ttomier le volume du eorpi décrit ^r un ttgment de etrele BAE 
tournant OHlour d'un nt^on OP tttui dont U plan du tegmenl. 

On suppose que le rayon OF qni sert d'aie ne coope pas le seg- 
menl. Henea les rayons AO, BO, et des points A, B abaissez inr 
OF les perpendicnlaires A6 , BH. Les secteurs spbëriques décrits 

pir BOF , AOF ont ponr mesnre , respectlvemenl ^ n AO X FH , 
\ nAO X FG; lear diflérenca, ou le eotpp décrit par BEAO, aura 
poDT netvre | n . AO X 6B- 

16. 
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Si da centre O on mène OD perpendiculaire sur ÀB , le corps 
décrit par le triangle BAO a poor mesure (p. 24), surface BA X 

\ OD ; mais surface BA = 27r . OD X GH (p. 22 ) ; donc volume BAO 

= 5 7:.0DXGH. 

Retranchant le corps décrit par le triangle ABO da corps décrit 
par le secienr BEAO , on a 

volume BAE = ^ tt ( AO — "OD ) X GH. 

—a — 1 — » .j — I 

Or , dans le triangle rectangle ADO on a AO — OD = AD = t AB. 

Donc enfin volume BAE = ^ tt . AB X GH. 

DÉFINITION XXII. Tout plan qni coupe la sphère , la diyise en deoi 
parties que l'on appelle des segments à une base : la base est le cer- 
^ cle suivant lequel la sphère est coupée. 

Deux plans parallèles qui coupent la sphère interceptent entre 
eux un corps que Ton nomme segment à deux bases : les bases sont 
p. Qj 5 Jles cercles suivant lesquels ces plans coupent la sphère. 

Si de deux points A, B pris sur un arc dont le centre est on 
mène des perpendiculaires sur un rayon FO qui ne coupe pas Tare, 
et qu'on fasse tourner toute la figure autour du rayon FO, le demi- 
segment AFG décrit un segment de sphère à une base ; la distance 
FG se nomme la hauteur du segment. La figure AEBHG toarnaDt 
autour de FO décrit un segment à deux bases ; AG , BH sont les 
rayons de'ces bases y GH est la hauteur du segment. 



PROPOSITION XXVII. 

THÉORèUE. 

Le segment de sphère à deux bases est égal à la demi-somme des 
p. aAK bases multipliée par la hauteur, plus la sphère qui a cette hauteur 
' pour diamètre ; si le segment n*a gu'une base , il est égal à la moitif 
de cette base multipliée par la hauteur, plus cette même sphère. 

Soit le segment de sphère engendré par GAEBH autour du rayon 
FO ; tirons la corde AB. Représentons , pour abréger , BH par H , 
AGpar r, GHpar /i. 

Le trapèze GABH tournant autour de FO décrit un^onc de cône 
dont le volume (p. 21, c. 1), est 

I Tt A ( B' + r' H* /Jr ) ou ^ Tt A ( 2R* + 2r* 4- 215^ 
Le segment de cercle BAE décrit an corps dont le volume (^^)« 
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I — î 

este TT h \B . La somme de ces deaz expressions donne pour le 
segmeat de sphère 

Mais si da point A on mène AI perpendiculaire à BH, le triangle 
rectangle ÀBI donne 

ÂB = AiVBI = AlV(BH-AG)* 
oa Ab'= k" H- (iî — r)* = A' h- H** 4- r' — 2Br. 

——a 

meltant pour AB cette yalenr^ le. segment de sphère devient 

g7TA{3fi"-t-3n^A-j. 

ce qai se décompose en 

cette dernière partie ^fth est le yolume de la sphère dont h est 

le diamètre (p. 25 ,«.!); la première est égale à h , » 

c'est-à-dire à la demi-somme des bases multipliée par la hauteur. 
Si Von suppose r nul, cette expressioii devient celle du segment 

sphérique à une base: elle est dans ce cas ^ tt R^ h -4- ^ tt A^ c'est- 

à<(lire la moitié de la base par la hauteur , plus la sphère dont le dia- 
mètre est A. ^ 

PROPOSITION XXVIII. 

THÉORÈME. 

Le volume de la sphère est au volume du cylindre cir- «. «ia 
conscrit y comme la sutf ace de la sphère est à la surface to- 
tale du même cylindre , et comme 2 est à 3. 

Soit ACBD le grand cercle d'une sphère, GFIH le carré 
circonscrit; joignez les points de contact A et B par le dia- 
mètre AB, et supposez que la figure AFCIB tourne autour 
de AB. Le demi-cercle ACB engendrera la sphère, et le 
demi-carré AFIB décrira le cylindre circonscrit. Le volume 

de la sphère est égal à | Tt r (p* 26, cl); mais la base du 

cylindre est égale au grand cercle de la sphère Ttr^; la 
i' hauteur AB est un diamètre 2 r, et le volume de ce corps 
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est égal au produit de la base par la bauteur (p. 16), ou à 

7rr*x2r = 27rr. Ainsi le volume de la sphère est à celui 

du cylindre .-if^r ^' : 2 tt *•' où := | ! 2 :: 4 : 6 :: 2 : 3*. 

Quant auxsurfa(iés, celle de la spbère est 4 iï r' ( p. 23, 
c. 1). Celle du cylindre est cire. Bl X AÈ (p. 16), 

ou27trx2r=±4;rr*; ajoutant à celle-ci les deux bases 

dont chacune est Tt r', on a pour la surface totale de ce 

corps 6 n: r\ Les deux surfaces Sont donc :: 4 7t r* : 6 7t r 
ou :: 4 : 6 et :: 2 : 3 , rapport qui est aussi celui des vo- 
lumes. 

Remarque. Tout polyèdre dont lés faces sont toutes 
tangentes à une sphère aura pour mesure sa surface multi- 
pliée par le tiers du rayon. Ainsi , deux polyèdres circon- 
scrits à la sphère, et la sphère, sont entre eux comme leurs 
surfaces. Par exemple , si l'on considère un cylindre comme 
un prisme d'une infinité de faces , et un cône comme une 
pyramide d'une infinité de faces, on conclura que les vo- 
lumes de ces corps supposés circonscrits à la ^hère> et 
celui de la sphère sont comme leurs surfaces totales. 
rig. 917. DÉFiNiTiON xxtii. La surface comprise sur la splière 
entre deux demi-grands oeindes ABC, ADC qui se termi- 
nent à un diamètre commun AC, se nomme un fuseau 
sphértque; les deux demi-grands cercles ABC, ADC se 
nomment \es faces du fuseau. Si par le centre O de la sphère 
on mène un plan peipaadiculaire au diamètre AC, ce plan 
ooupe les bces suivant deax droites BO, DO dont l'angle 
mesure cdui des laces (1. S, p. 19); on l'appelle Yangle 
du fuseau, et Tare de grand o»de BD qui mesure o^ an- 
gle est appdé l'arc du iuseau. 

DiFixrrroN xx/r. Le corps compris entre te fuseau et 
ses deux fkccs se nomme ohglei sphériqae. 
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. PROPOSITION XXIX. 

Le^fuseau est à la surface de la sphère, comme V onglet 

est au volume de la sphère , comme l'angle des faces est à 

quatre angles droits , et comme Varc du fuseau est à une 

f circonférence dé grand cercle. 

Soient ÂBG , ABC les fàces dti fiièesni, ÎBD son arc. Sup- ¥ig. 217. 

posons que l'arc BD soit à la circonférence du grand cer- 

de cotoiiie 3 : ItS. Partagez Tare BD eti trdis partie égales ; 

la circonféirencie BDB en tj)(>tittehdra 16; si par le diamètre 

AC et par obactfn des points de dWision on fait passer un 

plan, le fiiseâU ABGD sera décomposé en' trois fuseaux, 

^ux comme répondant à des angles égaux, dans la même 

sphère; la surface de la sphère entière contiend)*a 16 de 

ces fuseaux ; donc le fuseau ÂBCD est à surface de la sphère 

:: 3 : 16 ou :i arc BD : cire. BO. 

Un raisonnement semblable prouve que l'onglet ABCD 

est au. Yolume de la sphère :: BD : cire. BO. 

Si Tare BD varié d'une maDière continue, le fuseau et Fodglet 
varient de mêtnë. Dohc les rapports précédents sont encore égaux 
dans Ib cài où BD tt'est pOià coinmensurable avec là surface de la 
sphère; 

PROPOSITION XXX. 



THÉORÈlfE. 



L'aire du fuseau est égale à son anc multiplié par le 
diamètre; le volume de l'onglet est égal au fuseau multi- 
plié par le tiers du rayon. 

1° Oh vient de prouver que p. 217 

Fuseau ABCD : surf, sphérique :: arc BD : cire. BO. 
Multipliant les termes du dernier rapport par le diamètre 
AG , on d 
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Fuseau ABGD : surf, splu :: arc BD X AC : cire. BO X AC. 

Or, cire, BO X AC est la surface de la sphère (p. 23) ; 
donc fuseau ABGD = arc BD X AC. 

2* On a 
Onglet ABCD : vol. de la sphère lifus. ABCD : sutf. sph. 

Si Ton multiplie les. deux derniers termes par ^ AO, le 
dernier terme deviendra égal au second (p. 2Ô); donc l'a- 
vant-demier devient égal au premier, et Ton a 

Onglet zizfuseau-X ^ rayon. 

Corollaire* Soit A l'angle du fuseau, D l'angle droit, rie 
rayon; on aura arc BD : cire. BO :: A : 4D : d'où 

i>T\ cire. BOxA 27tr,A TtrA 
ar.BD = — ^-g =-nr- = -2D- 

, ^ 2r XTT r A ^ aA 

Ql fuseau :;= =r-7r — =i7t r =. 

•^ 2D D 

A A 

De là Yonglet = j r X 7t r\ g = ^ tT. r\ g 

DÉFINITION xxr. On appelle pyramide sphérique le 
corps intercepté dans la sphère par un angle polyèdre qui 
a son sommet au centre. Le polygone que cet angle inter- 
cepte sur la surface de la sphère est appelé la ba^e^ de la 
pyramide. Si les angles, polyèdres qui interceptent deux 
pyramides dans des sphères égales sont symétriques, les 
pyramides sont aussi appelées symétriques. 

PROPOSITION XXXI. 

THÉORÈME. 

Ihux triangles sphériques symétriques sont équivalents, 
et deu.v pyi^mides sphériques triangulaires symétriques 
sont équi^lentes. 
r îg .318. Soit ABC un triangle sphérique, le centre de la sphère; 
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tirez des diamètres par les points A, B, C pour déterminer 
le triangle A'B'C symétrique de ABC (d. 11). Par les trois 
points A, B , C on pourra faire passer un plan qui coupera^ 
la sphère suivant un petit cercle; soient D, DMes pôles de 
ce cercle; si Tun des pôles tombe dans l'intérieur du trian- 
gle ABC y l'autre tombera dans le triangle A^B'C^, puisque 
DOD^ est un diamètre (p. 9). Menez les arcs de grand cercle 
DA, DC , DB , D/A' , IVC , D'B'. Puisque DD' , BB' sonjt des 
droites , l'arc BD = B'D' , de même AD = A'D^ , CD = CD'. 
Les angles compris par les arcs égaux sont aussi ^aux* 
Mais le point D étant le pôle du cercle qui passe par les 
trois points A, B, C, les trois arcs AD, DC , BCsont égaux 
entre eux. Ainsi les triangles ADB, A'D^' sont isoscèles; 
les angles trièdres OADB, OA^'B' le sont donc aussi, et 
comme ils ont les faces égales chacune à chacune , ils sont 
superposables (1. 6 , p. 22 , r. 1 ); les triangles ADB , AD'B' 
le sont donc aussi; de même les triangles ADC = A'D'C, 
BDC = B/D'C''. Donc le triangle ABC égal à la somme 
des triangles ADC, BDC, ADB, sera équivalent au triangle 
A'B C qui est la somme des triangles A'D'C, B^DC', 
A'D'B'. 

Si le pôle D tombait sur un côté AB, D' tomberait sur 
A'B', et chacun des triangles ABC, A'B'C^ se composerait 
de deux triangles isoscèles qui seraient ^aux deux à deux, 
de sorte que ABC serait encore équivalent à A'B'C. 

Enfin, si les pôles tombaient hors des deux triangles, 
chacun d'eux, comme le triangle abc, se composerait de 
deux triangles additifs adc , bdc, et d'un troisième triangle 
soustractif abd , et la conclusion serait la même. 

Quant aux pyramides OABC, OA'B^C^ elles se trouvent 
aussi décomposées en parties superposables; car, lorsque 
l'angle trièdre OADC se superpose avec OA^'C',* les deux 
pyramides déterminées par ces angles coïncident. Donc les 
pyramides OABC, OA'B^C sont équivalentes. 
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Corottàirt% Le Inéine raiMHmemeDt proinre âusfli que 
les diigléB trièdres ^métriques OABC, OA'B'G' sont équi- 
Talente» 

Renuirque. Oà â dit que lè eerbfe qui pittse par tes trois 
points A, B9 C est an petit eerbte. Car si cVtait un grand 
cercle 9 cdioimk il passe par les deux points A^ B^ par les- 
quels on ne peut £iire passei* qu\in seul arc de grand cer- 
clé, l'arc AB se (Confondrait àVéc ée cercle (p. 6 ^ c 4), de 
mênie qUé les àvc& BC, AG; donc lè triante ABC sedian- 
gerait en un àrc de gi^nd oin*cle > ce qui n'est pas. 

PROPOSITION XXXII. 

THéOREli^. 

Fig. 219, Un triangle sphérique KÈCestau triangle irirectangle 
comme la pyramide ÔAËC qui a pour base le premier 
triangle est à celte qui a pour base le second, et comme 
la somme des angles A , B , G du triangle ABG , diminuée 
de deux angles droits , eit à un angle droit, ' 

Prolongez le côté AC pour achever le grand cercle dont 
il fait partie; prolongez aussi les côtés AB , CB jusqu'à U 
rencontre de ce cercle en.D et E; les arcs ABD, GBË seront 
des demi-cercles (p. 5, c. 2); et par suite AOD, COE se- 
ront des diamètres. Nommons D l^angle droit , r le rayon 
de la sphère. 

Les deux triangles AÈC,BCD forment ensemble le fuseau 

ABDG dont l'angle est A, et l'àîrè (p. 80^ c. ) 7t r. g; 
les deux triangles ABC , ABE forment le fuseau CAEB dont 

Q 

l'at^Ie ^t C fet l'aire ^ '**• iâ? enfin , si l'on prolonge les 

arcs BE, bl) jusqu'au rayon BO prolongé en B', le trian- 
gle B^ED, symétrique de ABC, forme avec BED le fuseav 

B 
BDB'E, dontTangle est B, et l'aire ^ r.^; mais &'ED e$ 



•i 
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équivalent à son syniétrique AB<T(p.. 31 ); donc 

.«^ ^^^ , B 

ABC + BED nzTtr.-^ 

. C 

d'aUleurs ABC + ABE = ^ r". g 

et • AÈÛ+lRCï)t±7tr\^ 

Si Ton ajdutfe céi Six iriâBglëà ^ lei/r sotomë IbMiiera la 
deniMpfaèrèv pitis 3 fois le triangle ABC; or^ la demi- 
sphère vaut (p. 23,c. 1) 2 JT r'. 

Donc 2ABC+27tr'= 7tr'{^^±^|^i-^); 

puis 

2ABC=rtr' (^±B±G _ ^^^^^, ^M*^^^| 

et A«r^i^.-^ A + b-|-^C-Sb y . 

Mais ; 7t r* est le huitième de la surface sphërique , c'est- 
à-dire le triangle trirectangle; si on le ncrnime T , on aura 
ABC : t :: A 4- B + C — 2 b : D. 

Passons à la pj^ramide. Les pyramides OÀBC, ÔBCl) 

forment l'ongkrt dont Tàngle est A et le Volume ^ ^ r^ ^ 
(p. àO,c.); les deux pyramides OABC, OABË forment 
roDgiet CAEB qui a pOiàf tnesure i ^ '^^ ^ ; enfin OABC 
ou sa symétrique OEDB', forme avec ÔBDE l'onglet BDB'E, 

I 3 B 

qui a pour mesure ^Tt r ,-^. 

Or, la somme de ces six pyratnides cotitient detix fois 
OABC plus la demi-sphère dont le volume est \ ^ r^ 
(p. 26,c. 1); donc 
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2 OABC + \ n r' = i rt r V A + B + C\ 

d'où 0ABÇ = -;7tr' /A + B + C-^P). 

Mais \ Tt r est le huitième du volume de la sphère; c'est 

donc le volume de la pyramide trirectangle; nommons 

celle-ci P, nous aurons 

OABC : P:: A + B + C — 2D :D. Donc, etc. 

Corollaire 1. Le volume de la pyramide OABC qui est 

.^3/A + B + C— 2D\.^ „ ,. 

ï-^r f — ! -^ ^ — j peut se mettre sous la forme 

\ry\7tr /A + B + C - 2 P\ oubien^rXaireABC. 

Ainsi la pjrramide sphérique triangulaire , et par suite 
toute pyramide sphérique a pour mesure le polygone sphé- 
rique qui lui sert de base multiplié par le tiers du rayon. 

L'aire du triangle se calcule d'ailleurs par la formule 



= ''7t r ( A + B+C~2D \ 



Remarque 1. h* angle trièdre est aussi à l'angle triè- 
dre trirectangle comme la somme des angles dièdres 
moins deux dièdres droits est à quatre dièdres droits. En 
effet, un dièdre droit vaut deux trièdrès trirectangles; ap- 
pelons D le dièdre droit, Q le trièdre trirectangle, nous 
aurons D = 2 Q. 

Cela posé, les deux trièdrès OABC , OBCD font ensem- 
ble le dièdre A ; on a donc 

Trièdre OABC + OBÇD = A ou z= 2 Q X g 
de même OABC + OABE = 2 Q x ^ 

0ABC + 0BED = 2QXg- 
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La sommti de ces six trièdres forme 2 fois OABG , plus 
4 trièdres trirectangles; 

donc 20ABC + 4 Q = 2 ( ^"^p^^ ) 
delà OABCz.Q(A + B + C-aPy 

d*où OABC : Q :: A + B + C — 2 D : D. 

Remarque 2. Les résultats démontrés ci-dessus peuvent 
se mettre sous la forme 

ABC _ prr. OABC _ trièdre OABC _ A+ B +C — 2 D 
T "" P "" Q "^ D 

Si donc on prend 1°. pour unité de surface le triangle 
trirectangle; 2^ pour unité de volume la pyramide trirectan- 
gle ; 3® pour unité d'angle polyèdre le trièdre trirectangle; 
4^ pour unité d'angle dièdre ou plan l'angle droit: on peut 
dire que le triangle sphérique, la pyramide sphérique, 
Sangle trièdré ont pour mesure la somme des trois an- 
gles du triangle diminuée de deux unités. 

Soit s la somme des angles d'un polygone sphérique, en 
prenant l'angle droit pour unité: soit n le nombre des cô- 
tés de ce polygone; comme on peut le diviser en n trian- 
gles ayant pour sommet commun un point intérieur au po- 
lygone, la somme des angles de ces triangles est égale à 
« + 4; si de cette somme on retranche deux unités autant 
de fois qu'il y a de triangles , on aura ^ + 4 — 2 n pour 
la mesure du polygone, de la pyramide et de l'angle po- 
lyèdre, en adoptant les mêmes unités. 

Remarque 3. On a trouvé que le fuseau dont l'angle 

A 2A 

est A, a pour mesure (p. 30 , c.) tt r*. k ou T -=r-; si l'on 

prend T pour unité de surface, D pour unité d'angle , on a 
pour le fuseau 2 A. Même résultat pour l'onglet en prenant 
Q pour unité de volume. « 
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Problèmes tkmnéviques. 

1 
1® Calculer à j O0(VOOO ^^ ^^^^ ^^^ P^ès le volume 

d'une pyramide sphérique dont la base triangulaire a pour 
angles A = lîft% B =^96% Ç==86% ler^yon ^elasphère 
étant 0", 14. 

La somme des trois angles doni«és.çst 3!0[6^;^elle est com- 
prisft e»tre \W et ^.W (?• ÎQ); dje plu» ,'le plus petit an- 
gle 86®, augmenté de 180® donne 265^ quantité plus grande 
que la ispnfime 22t® des deuj; autres angles. Le triangle , 
base de 1^. pyramide , est doqc possible ( p. 1 0, r. ). 

La formule à employer est 

elle d^ient; ic| 

,^ ir (dM4)^ *^ = Tt X 0,002744 K ^ 

Peur savoir combien il faut prendre déchiffres dans n, 
appelons R et A'+ a deux nombres qui comprennent n; 
la pyramrde sera comprise entre 

0,0019208 ( jt -H ç« ) et «î001920«K 
3 ' ■ 3" ' 

quantités dont la d^épence e&t Q»00t9208 a . ^^^^ j^^ 

0,001^ < 6,oôoefti , 

30 



d'où a < 

^ 1920^ 

A cet ei^ U suffit de prendre « < -L, et àprtiori 
suffira-t-il de prendre « = 3, 1 41 , où l'on aura a <' -J— 
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Le calcul donnelx3,HlxQ,0019208=0,0020110776. 

En se bornant auxsi^c çhifires demandés, on a 0,002011 
et l'on commet sur le prod^it obtenu une erreur égale 
à 776 unités du dixème ordre ^éoimal ; l'erreur qui pro- 
vient de Tt , où Ton a n^Iîgé i|oin8 que 6 dix millièmes, 
cette erreur, dis-je, est moindre que 

^ X 0,0006 X 0,0019208, ou que 0,00000038416; 

nombre qui ajouté aux 776 unités dbi dixième ordre, donne 
pour limita totale de Terreur 0,00000046176, quantité 
moindre que 0,000001. 
Donc , en effet , à moins de 0,000001, on a pour le yo- 

lume de la pyramide 0"" , 002011 ; ce nombre est même 
exact à moins de 0,0000006. 

Actuellement, remarquons que le mètre se divisant en 
dix décimètres, le mètre cube , mesuré en décimètres eu- 
bes, vaudra 1000 ^(p. 11, c. 2), ce qui provient encore 
de ce que les volumes de deux corps semblables sont comme 
les cubes des dimensions homologues. Par conséquent les 
millièmes du mètre cube sont des décimètres cubes. De 
même les millionièmes sont des centimètres cubes, lesbil- 
lionièmes sont des millimètres cubes. Donc le nombre trouvé 
ci-dessua vaut 2 décimètres cubes et 11 centimètres cubes. 

* 

2<> Dans n a triangle sphér ique les trois angles sont A = 1 35<» + 12', 
B=116<> + 10^ C = 82» + 14' ; le volume de la pyramide qui s'jip- 

pnie sur ce triangle e^l 0'",9275, à moins de O'^'yOOOl , en moins ; 
ayec quelle approximation pourra-t-on calcnler le rayon de la 
sphère ? 
Soit r le r^yon de la sphère ; on a 

A4-B+C-180° __ 153°-t-36V 768 128 
»0» ~ 90» ""450*~75' 

Ainsi i""^ X^^^m""^ ^ ^'^^ 

<0,9»ft 
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.. , 3 206,6875 

dou r>-^^ 

206,7100 
®* < 647r 

Soient encore K el K + « deax limites de tt... ; à fortidri 

3 ^ 808,6875 



64(K+«> 
^3 ^ 208,7100 . 

la différence de ces deax limites mesure Tapprozimation de r^ • 

i- .* A'^A . 0,0225 K -h 206,7100* . , " , 
Cette différence est -^ — '.64 K (K -f^ a) *» J® * représente par d. 

On Toit que , quelque petit qu'on prenne «, on ne pourra jamais 

rendre cette différence moindre que -^ ou ^.^.^^^^ — . Cette li- 

64 7c' . 640000 TT 

225 3 1 

mite est moinilre qae gjôÔÔÔXS »" -§§655 ** l" ^ ""* "'* 

plus grande que 

225 9 i 

640000 X3,2 = SmÔ «"' *»' "■• P™ P'"» «""•' *«"* 9Ï(B 

3 1 

Ainsi on ne saurait avoir r à moins de g?^ , mais on peut ravoir 

à moins de ôê^ 

1 1 

Actuellement, si deux nombres différent de ^gr» ou de aTnk* ^® 

combien différent leurs racines cubiques ? 
Soient n^n-^- x les racines cubiques; on a 

(n-^xf - n^ = 8^ et (n+xf - n^ = ^jgj, ou 

aî^-*-3fM5* -*-3n'aî — gg^= 0;a?^ +3rki?* -4-3n'a? —^^=6 

si Ton diminue n« la valeur positive de x augmentera et récipro- 
quement; or rinégalité 

208,6875 _ 208,6875 



r > 



— ^°> 64X3,1416 ^^'^■^^'^X^'^î 



64 
de même r < 1, 1. 

Ainsi r équation a?^ + 3 X 0,9 . a?* H- 3 X (0,9)' x — g^j = 0, don- 

3 1 

nera une valeur trop grande et a? -4- 3 X 1,1 «* -H 3 (1 ,1)* ^ "" gj^ 
=0 donnera nne valeur trop petite. 




f 



U première de ces écmation» a pourliiiiite ropérleore g™ , la 

seconde a poar limite inférieure g^; la mesure de Vapproxima- 
tion possible est renfermée entre ces deaz fractions. 

Proposonsnons , par exemple, cherober r à moins de ~ près. 

100 

La différence des cubes sera fn -H —g) — n\ on 

0,000001 + 0,0003 . n ^ 0,03n* . 
Vetfant pour n une valeur trop petite , savoir, 0,9, on a 

O^OOQ^Oi H- 0,00027 -h 0,0243 
= 0,024571 
Ainsi, il suffit que les cubes diffèrent de celte quantité eu d'une 
qnanlité moindre. 
Prenons pour limite 0,01, et cberchons combien il fout employer 

de décimales dans -n pour obtenir r' avec cette approximation-là. 
On posera donc d < 0,01 

ou g25_K^-2087|005 . . 

6400K(K4-«J ^^ 
remplaçons au numérateur K par 3,2, au dénominateur K etK + i« 
par 3 ; il viendra 

72 -h 208710 ^ < 640 X 9 
ou 4-4-11^95 ct< 320 
-.# ^ 316 ^ 1 

"* '*<lÏ59r<36 
n suffira donc de prendre « avec depx décimales. 

On trouve ainsi r^ < ,J,^^^,, et > ^,!!?g!?^l^ 

^ 6400 X 3,14 "^ 640000 X 3,15 

r^ < 1,038515 quotient pris en plus 
et > 1,035156 id. en moins, 

la première limite donne r < 1,02 racine prise en plus 
la seconde r > 1,01 id. en moins. 

Voilà les valeurs de r à moins de 0,01 près. 

S^'TrouT^ràmoinsdeO*', 1 lerayond'nne sphère dont le 
volume est de 288*\ 

l»* Solution. On a I Tt r' = 288, d'où r= ?15 
Or, pour gue r soit connu à moins de 0" , 1 , il suffit que 
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r^ le soit à moins de 0,001. Soient k^k-^-a deux nombres 

qui comprennent tt. 
On posera 

216^ .211. <^ 0,001 d'où 21i«-<0,00L 
Pour que cçtte inégalité soit satisfaite , il suffit que l'on ait 

?l|-^< 0,001, 

ou 24 à < 0,001 et a < 0,00004. 

On prendra donc 7t = 3,14169 ou Tt = 3,416, 
Et l'on aura 

r <^ lAiM ^" '^ 68,766 quotient pris en plus 

r ^ ^^A\a ^ 68,764 quotient pris en moins. 

On trouve ainsi r <; 4" , 1 et r > 4" , 09. 
On a trouvé pour r deux limites qui ne diffèrent, en effet, 
que de 0,001 ; cela tient à ce que les valeurs de 7t au lieu 
de n'être exactes qu'à 0,0004 comme cela suffit, le sont à 
moins de 0,000003 , puisque U = 3,141 6926 , etc. 

^^ Solution. Puisque r^ = — , on a **^ < 72 et r^ > 64, de 

sorte que r est entre 3 et 5. Cela posé , soient n et n+ o^ 1 deux ya- 
leurs qui comprennent r; on aura 

(n H- 0,1)^ — n^ = 0,001 -4- 0,03. n -4- 0,3 n 
et commen> 3, cette différence est> 0,001 +0,09 H- 2,7 =2,791. 
Ainsi , pour que les valeurs de r différent de moins que 0,1 , il 

suffit que celles de r^ différent de moins que 2,791. 

^ A 216 216 ^ . ^- . 

Posons donc —z- — -r-r — < 2,791 , 

216 » ^o-o, 
ou — ^ — < 2,791. 

d'où « < 0,11 . 

Donc on peut prendre tt = 34* ' 




/ 
j 



J 
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et Ton a r^ < ^ on < 69,678 qaoUent en pins 

3 2160 
** > -^ on > 67,5 quotient en moins. 

Ces valeurs diffèrent , en effet , de moins que 2,791 ; ainsi leurs ra- 
cines cubiques exactes différeront de moins que 0,1; mais leurs 
racines approchées la première en plus et la seconde en moins sont 
1" < 4,2 et r > 4,0. Il ne suffit pas de pousser la racine cubique 
jusqu'aux centièmes; la question reste encore indécise ; mais sil'on 
prend tt arec une décimale de plus, on trouve 

r^ < 68,790 et r^ > 68,571 , 
nombres dont les racines cubiques sont 4,1 pour le premier en plus, 
et 4,0 pour le second en moins. 



PROPOSITION XXXIII. 

PROBLÈAfE. 

Étant donnés trois des six éléments d'un triangle sphérique , trou- 
ver par des constructions planes « les trois autres. 

Au lieu du triangle sphérique on considérera Fangle trièdre 
qoi , ayant son sommet au centre de la sphère , intercepte ce trian- 
gle. 

Soient À , B , G les trois faces ,a^h,cles dièdres opposés ou les 
angles plans qui mesurent ces dièdres. La question présente six cas 
dont Toici le tableau : 

Étant donnés 1<» A, B, G on demande a, b, c 

2»A,B, c a, b.c. 

3°A,B, a 6, c, G. 

4*» A, a, c 6, B, C. - 

5» A, b, c a,B, G. 

6» a,b. A, B, G. 

An moyen du trièdre supplémentaire, les trois derniers cas se 
ramènent aux trois premiers. En effet, supposons qu*on sache ré- 
soudre le premier cas , et qu'il s'agisse de résoudre le sixième. On 
construira un trièdre qui ait pour faces A' = 180 — a« B' = 180 
-> 6^ G' = 180 ^ c; soient a', 6^ e' les dièdres opposés que nous 
supposerons trouvés. On aura aussi ( 1. 5, p. 24 j 

A = 180 — a', B = 180 — 6', G = 180 — c' ; 
Donc , des trois angles a « 6 « c on pourra déduire les trois faces 
A, By G. 

De même , le cinquième cas se ramène au deuxième , le quatrième 
au troisième. Il suffit donc de résoudre les trois premiers. 

17. 
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1" Cormaiêiant A , 6, Cj^ trouver a,b,e, 

Fig. 220. ^^'^ SABG Tangle triédre. Si les faces CSA , CSB étaient des an- 

' gles droits , la droite CS serait perpendiculaire au plan BSA , le» 

angles dièdres SA, SB seraient droits, et la face ASB mesnrerait 

le dièdre SG. Ce cas n« donne donc lien à ancnne constraction et 

nous en ferons abstf action. 

D*an point G , pris à Tolonté snr Faréte CS , menet à AS et BS des 
plans perpendiculaires , le premier coupera la face CSA suiyant une 
droite CA perpendiculaire à SA, et la face BSA suirant AB égale- 
ment perpendiculaire à SA; l'angle CAD mesurera le dièdre SA. 
Le second plan , celni qui est perpendiculaire A BS , détermine de 
même Fàngle CBD , mesure du dièdre BS , et llnterstoction de ces 
deux plans CAD , CBD sera une droite CD , perpendiculaire au plan 
ASB. Pour avoir sur la même figure la mesure du troisième dièdre 
on peut mener par le point C un plan perpendiculaire à Taréte CS, 
lequel coupera les faces suivant les trois droites EC , CF, EF, dont 
les deux premières comprennent Tangle ciierché. Ainsi, il suffira 
de construire les trois triangles CAD, CBD, CEF. 

A cet effet , soient pris sur un plan les trois angles C'S^A', A^S'B^ 
B'S'G^ respectivement égaux aux faces CSA , ASB, BSC; But>p(fsons 
la face ASB placée sur A'S'B', et ouvrant Fangle trièdre dans Faréie 
CS , faisons tourner le plaù CAS autour de A'S' pouf le placer en 
X'&'C* , et le plan CSB en B'S^C' , de sorte qu'on aura CS = C^' 
= C"S', C'A' = CA, A'D' = AD, D'B' = DB, etc. ; ou ce qui revient 
au méine prenant CS' = CS' = CS qui est arbitraire, menons 
C'A', C"B' perpendiculaires A S'A' et S'B'. Pour construire le trian- 
gle CAD, on a l'hypothénuse C'A' = CA , le côté A'D' = AD ; on 
le construira donc en faisant l'angle droit A'D'c » décrivant de A' 
avec le rayon A'C un arc qui coupe la perpendiculaire D'c en un 
point e » et joignant A'c ; Fangle cA'D' sera égal A CAD. De même, 
aveo te côté D'B' qui = DB, et Fhypothénuse B'C" = BC , on con- 
struit le triangle rectangle D'B'c'« dans lequel Fangle D'B'c' est 
égal A DBG. 

Polir construire le triangle CEF, on remarquera que dans le dé- 
Teloppement dU trièdre le côté CE , perpendiculaire à CS , se con- 
fondra avec CE', perpendiculaire A CS' , le côté CF avec C'F' , 
perpendiculaire A C"S', et par suite le côtéEF avec ET'. Avec les 
trois côtés Q'E' , E'F' , F'C' on consthiira donc le triangle c"E'F' 
qui sera égal A CEF ; par conséquent , c" est ta mesure du troisième 
dièdre CS. 

SI la perpendiculaire CD tonafbè ^ur le prelongement de DA; aa 
delA de A par rapport A D, le triangle CAD ne renferme plus là me- 
sure du dièdre AS, mais bien son suppléneut. C*est aussi ce que 
donnera lu trianglu eAI)'. 



3» Connaisêani deux faew B'S'A' , A'S^C et le dièdre compris , 
trouver les autres éléments, 

Meoez à Toloitté une droiU G^D' perpendicolaire à S'A' ; an point 
A' faites Fang^le cA'D' égal à la mesore da dièdre donné ; prenez Fig. 220. 
€k' =;=G'A'y menez cD' perpendicnlaire à A'D' ; du point D' menez 
sar S'B' la perpendicnlairie indéfinie B'B^, «t cdupiez4a par nu arc de 
cercle décrit du point S/ comme cjsntre ayee le rayon G'S'; soit G" 
le point d'intersection; tii^sz G"SS l'angle G''S'B' sera la troisième 
face. Gar si an moyen des trois faces G'S'A', A'S^B', B'S'G" on cber- 
che, an inoyen du premier cas, les dièdres, on trouvera cA'P'. 
Bien n*empéche de trouver maintenant les dièdres e'B'D' et c", 

3» Connaissant deux faces A,B,et le dièdre a opposé à Vi^ne de ces 
faces » trouver le reste. 

Soit SABG le trièdre , GSA , BSA les faces données ; on connaît 
de plus le dièdre opposé à'^SA. Par un point A pris à volonté sur pj»^ 2 21. 
AS, on mènera deux plans ; le premier ABE perpendiculaire à r-a- 
rête BS , le second ADE perpendiculaire à AS. Ges deux plans , tous 
les deux perpendiciAaires an plan BSA , se couperont suivant une 
droite AE perpendiculaire à ce plan BSA. Le plan ABE, perpendi^ 
cataire à BS , déterminera Tangle EBA , mesure du dièdre BS ; ainei 
dans le triangle ABE on connaîtra le côté AB, Tangle en B étran- 
gle dr.oit en A ; on trouvera donc le côté A£. On connaît AD ; donc 
OD pourra construire le triangle ADE rectangle .en A , ce qui fera 
connaître Fangle ADE. Dés lors , dans le triangle ADG on connaîtra 
les côtés AD, AG, et l'angle ADE opposé à ce dernier, et l'on pourra 
construire DG. Enfin, DG, SG, SD détermineront la troisième faco 
DSC. 

Soit donc A'S'G' = ASC , A'S^B' = ASfi. Supposant A'S' == AS, 
élevez A^G' perpendiculaire à A'S', et prolongez celte ligne jus- 
qu'à là rencontre de S'B' en D'. On aura A'G' = AG , A'D' = AD , 
D^S' = DS, G'S' = GS. Du même point A' on mènera A'B' perpen- 
diculaire à D'S' , et l'on aura A'B^ = AB. Au point B' on fera l'an* 
gle A'B^E' ==: ABE, en A' on mènera A'E' perpendiculaire à A'B' ; 
le triangle A'B'E' sera égal à ABE, de sorte que A^E' = AE. Ac- 
tuellement, pour construire le triangle DAE on connait A'D' = 
AD, A'E' = AE. Gomme Vangle D'AE" est droit, si l'on prend 
A'E'^ = A'E', qu'on tire D'E" , on aura le triangle D'A'E^' égaU 
DAE. Ainsi, l'angle £"D'A' sera égal à EDA ; pouf avoir le trian- 
gle DGA on connait D'A' = DA , G'A' = G A , et ce dernier angle 
opposé à G A. Ainsi ,' du point A', comme centre avec le rayon A'C, 
on décrit un arc qui coupe D'E" en C^ ; D'Gi, sera égal à DG ; puis , 
avec les trois côtés G'S' = GS , D'S' = DS et D G. = DG on décrit 
le triangle D'S'G"; l'angle D'S^G" sera la troisième face, et la que<- 
lion est ramenée au premier cas. 
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L'aDgle A'S'C a été supposé plus grand que A'S'IV ; par suite , 
A'C est plus grand que A^D', et le triangle A'D'Ci est toujours 
possible d'une seule manière , de même que Fangle trièdre. Si 
l'angle A'S'C, opposé au dièdre donné, est plui petit que A'S'D' , 
le côté A'C est aussi plus petit que A'D' , et le triangle A'D'G. est 

possible de deux manières , d'une seule, on est impossible, selon 
que A'C est supérieur en grandeur, égal on inférieur à la perpen- 
diculaire abaissée de A' surD'C, (1. 9). Le trièdre offre donc aussi 

deux solutions , une seule ou est impossible. 

DéFiNiTioN xxrr. On appelle polyèdre réjjruZter tout polyèdre dont 
toutes les faces sont des polygones réguliers , égaux et également 
inclinés, et dont, par conséquent, tous les angles polyèdres sont 
égaux. 

PROPOSITION XXXIV. 

THÉORèHE. 

Il y a eing polyèdres réguliers convexes , et il n'y en a pas plus de 
cinq. 
^ Je dis d'abord qu'il n'y en a pas pins de cinq. * 

En effet , pour former un polyèdre régulier convexe avec des po- 
lygones réguliers égaux , il faut qu'on puisse assembler autour d'un 
point un certain nombre de ces polygones , de façon que la somme 
des angles ainsi assemblés soit moindre que quatre droits (l. 5, 
p. 21 }. Or, comme il faut au moins trois faces pour un angle polyè- 
dre, on doit exclure tous les polygones qui ont plus de cinq côtés. 
Car, dans l'hexagone „ chaque angle vaut 120<* , et si l'on assemble 
trois de ces angles autour d'un point , on aura360<^, ce qui formera 
un plan et non pas un angle polyèdre. A plus forte raison , ne sau- 
rait-<on prendre des polygones de plus de six côtés , puisque l'angle 
du polygone régulier augmente ayec le nombre des côtés. On ne 
pourra donc employer que des polygones de trois , quatre ou cinq 
côtés. En fait de j>entagones réguliers , on ne saurait en prendre 
plus de trois autour d'un point. Car, l'angle du pentagone régulier 
Tant 108«, et quatre de ces angles feront plus que 360". On ne sau- 
rait non plus assembler plus de trois carrés autour d'un point Quant 
aux triangles équilatéraux , on peut en réunir trois, quatre ou cinq ; 
mais si l'on en prenait six , comme l'angle du triangle équilatéral 
vaut 60", on aurait déjà 360^. A fortiori, n'en peut-on pas prendre 
pins de six. Donc , iln'y a pas plus de cinq polyèdres réguliers, dont 
trois ont pour faces des triangles , un quatrième a pour faces des 
carrés et le cinquième des pentagones. 

Je dis , en seeond !!••, qu'il y a cinq polyèdres réguliers. 
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l« Le tétraèdre régvUer, 

GoBslruisez ud angle Iriôdre avec trois angles de ÔO» ohacan : 
soit ABGD cet angle triédre. Prenez les trois arôies AB, AG , AD Fig. 222. 
égales entre elles » et joignez BD, X)C, CB ; le tétraèdre régnlter 
sera formé. Car, le triangle ABC est isoscèle , pnisqne AB = AC , 
et comme Tangle en A est de 60<^, il est équilatéral; il en est de 
même des triangles ACD, ABD ; par conséquent, BGD est anssi an 
triangle éqnilatéral. Ainsi, le tétraèdre est compris sons qnatre 
triangles éqailatôraux égaux ; d*aiUears , les angles dièdres sont 
égaux. En effet , les deux angles triédres D et A sont égaux comme 
composés de faces ég^es chacune à chacune. Donc le dièdre AC 
est égal à CD ou à BD , etc. 

2> L'hexaèdre régulier ou eub$. 

Aux quatre sommets d*un carré , éleyez au plan de ce carré et du 
même côté de ce plan des perpendiculaires égales au côté du carré ; 
leurs extrémités supérieures détermineront un carré égal au pre- 
mier, et le cuhe sera construit. 

3<> Voet(ièdre régvilier, 

Sôit BECD un carré, O son centre ; en ce point O élevez an plan . 
BECD une perpendiculaire AF, et prenez-y les deux distances O^., ^^* 
OF égales entre elles et à la demi-diagonale Bû ; joignez les points 
et F aux quatre sommets du carré ; la figure ABCDI^F sera un 
octaèdre régjalier. En effet , les obliques qui partent des points A 
et F sont égales ; d'ailleurs , les triangles rectangles AOE , OED 
étant égaux à cause de AO = OD et de OE commun , le côté AE 
sera égal à ED. Par conséquent , les huit faces du polyèdre sont 
des triangles équilatéraux égaux. Les angles dièdres sont aussi 
égaux. Pour le prourer, prenons les angles triédres ABED, DEAG 
qui ont les trois faces* égales chacune à chacune ; savoir l'angle 
, droit3AD égal à l'angle droit CDE , et les angles BAE , EAD , ADE, 
' ADC égaux comme angles de GO». Donc aussi le dièdre DAEB est 
égal an dièdre ADEC. Le même raisonnement s'applique à deux 
dièdres quelconques. Donc enfin la figure est un octaèdre régu- 
lier. 

4^ Le dodécaèdre régulier. 

Avec- trois aiigles AEH, HED, AED égaux entre eux et^à Tangle 
du pentagone régulier, on formera un angle triédre E ; ses trois Fig. 224. 
dièdres seront égaux. Sur chacun de ces angles AEH , AED , DEH 
00 achèvera un pentagone régulier, en donnant à ces trois poly- 
gones des côtés égaux. Soient E ABCD , AEHGF, HEDKI ces trois 
pentagones. Les deux droites AF, AB formeront un angle FAB 
égal à AEH. Car le triédre déterminé par les trois arêtes AF, AE , 
AB et le triédre E ont deux faces égales également inclinées et sont 
égaux : donc FAB = AEH. On pourra donc aussi sur FA et AB 
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achever aa pentagone FAO égal à ABD. On pourra de môme pla- 
cer le pentagone CfBM égal anx précédents. Si Toti foU de néme 
flor MGD et tnr RDC , les denx plans , ainsi obtenus, se confondront 
eomme faisant avec le plan GDA uit iangle dièdre égal & HEAD. 
Gela posé anx points H, F, O, If, K se rencontrent les mêmes cir- 
constances qu'en A,B,G, D. I>onc on pourra assembler en ces 
points cinq noureaux pentagones éganx entre eux et aux six précé- 
dents ; ces fignres ne laisseront plus que l'espace vide albcde , cir- 
conscrit par cinq Côtés égaux. Or, en chacun des points a, b, e, d, e 
il se passe encore ce que nous ayons rencontré en A , B , etc. Donc 
le plan fibe contiendra aussi les trois droites ed, de, ea, et fera avec 

' chacun des plans adjacents des aùgles dièdres égaux entre eux et 
aux autres dièdres de la figure. On aura donc ainsi construit un do*- 
décaèdre régulier. 
5» VieoMèdre régulier. 
Fig« 225, ' Soit àbode un pentagone régulier , o son centre , of une perpen- 
diculaire au plan de ce polygone. Bans le plan aof décrivez du 
point a, comme centre avec un rayon égal à àb, un àrc qui coupera 
cette perpendiculaire ofen un point /; les droites fe,fd, fe;fb,fa 
saront égales entre elles et au côté àb; on aura donc, a^four da 
point f, cinq triangles équilatéraux égaux. Les plans de ces trian- 
gles comprennent des dièdres égaux. Car les dièdres abfe, bafc sont 
égaux comme formés chacun par un angle de pentagone régulier 
et deux angles de 60°. Donc le dièdre fb est égal au dièdre fa. On 
prouvera de même régalité des trois autres dièdres aVec le diè- 
dre fa. 

Actuellement, soit ABCDËF un angle polyèdre égal à eetoi qu'où 
vient de former; supposons qu'on en ait formé encore plusieurs, 
tons égaux à celui-là. Prenons-en un second , et superposons deux 
faces avec les triangles ADE, ADC , les trois autres viendront se 
placer eu DEK , DlK , DIC, ce qui formera trois faces- nouvelles. 
Un troisième angle pentaèdre sera superposé par ti'ois fades avec 

. les triangles CBA, CAD, GDI; il donnera les deux nouVèliés faces 
GBH , cm. Un quatrième sera superposé par trois faces avec lès 
triangles BHC , BAC , BAF, et donnera les deux nouvelles faces 
BHG , BFG. Un cinquième sera superposé sur les trois triangles 
FB€r , FBA , AFE ; il donnera encore deax faces FGL , FLE. Autour 
du point E se trouvent assemblés quatre triangles EDK , EDA , EAF, 
EFL, comprenant des angles dièdres tous égaux à ceux de Tangle 
f. Si donc on place sur ces quatre faces un nouvel angle égal à /, 
on obtiendra encore une face LEE, ce qui forme en tout quinze 
faces égales et également inclinées. Sur les trois faces IKD, DKE, 
LKE on superposera un nouvel angle petitraèdre , et l'on aura les 

deux nouvelles faces LKM, ItfKli' AÀ IKliÉI I sur les quatre faces 
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HIC, CID , DIK, IKM on en superposera encore nn , qni donnera la 
noarelle fiice KIM. Au point .H on fera de même , et l'on aara la 
nooYelle face HGIIi, ainsi qa*au point G, ce qni fournira encore 
une face GML.' On aura dono en M einq faces , ce qui donne les 
vingt faces. 



PROPOSITION XXXV. 

TuioRtiie. 

A iotti polyèdre réguiiâr on peut imerire et cireomerire une iphére^.Yig, 226« 
Soit AB Taréte commune à deux faces adjacentes d'un polyédr^r 
régulier , G , D leurs centres , £ le milieu de AB ; les droites CE , DE 
seront perpendiculaires à AB, ainsi -que leur plan CED. Dan»ee 
plan CED soient menées les droites GO, DO respectiTement per- 
pendiculaires à G£ et DE ; elles te couperont en un point O , et si « 
l'on joint les points O et £ , les triangles OGE , OED seront rectan- 
gles en G et D ; ils auront les côtés GE, £D égaux comme apothèmes ^. 
de polygones réguliers égaux ; rhypothéonse Œ e8t4'ail leurs com- \J^f 
mune ; donc ils sont égaux comme ayant deux côté» égaux et l'an- 
gle opposé au plus grand côté égal. Par suite GO = DO. Soit main- 
tenant FG un second côté de la face qui a le point D pour centre ^ 
1 le centre d'une troisième face d(Hit FG fiaiit- aussi partie. En ce 
point I élerons à cette face une perpendiculaire ; je dis qu'elle pas- 
sera an poént O. Gar elle coupera DO- de même que DO rencontre 
GO ; supposons que cette perpendiculaire soit 10' , et qu'elle ren* 
contre DO en O'. Menez les apotJièmes Dil , IH; }éi^et HO^ On 
prouYera que les triangles DHO' , IHO' sont égamx. , de sorte que 
les angles DflOS O'HI le sont aussi. Or, DHIest la mesure du diè- 
dre GF, comme GEDest celle du dièdre AB ; ces dièdres sont égaux, 
palsque le polyèdre est régulier ; donc les angles DHO' , DEO sont 
aossi égaux comme étant les moitiés des mesures de oes dièdres. Il 
s'ensuit que les triangles rectangles HDO' /DEO ont, outre les an- 
gles droits en D, un angle aigu égal, et le côté DH = DE. Donc ils 
sont égaux , et le côté DO' = DO , ce qui exige que 10' se confonde 
avec 10. Ainsi, les perpendiculaires élevées aux centres des faces 
dn polyèdre se coupent en un même point O et sont égales. Ge point 
est donc le centre de la sphère inscrite et OG en est le rayon. 

£n second lieu les distances du point O aux sommets A , B, G^ 
sont égales , comme obliques s'écartant également de perpendicu- 
laires égales. Donc le point O est aussi le centre de la sphère cir- 
conscrite, et AO est le rayon de celte sphère. 
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PROPOSITION XXXVI. 

THÉORÂHE. 

Le nombre des sommets d*un polyèdre, augmenté du nombre des 
faces , est égal au nombre des arêtes plus devuB, 

Prenez daos Tiotérieur du polyèdre na point d*où vous mènerez 
des droites à tous les sommets. En ce môme point on placera le cen- 
tre d*ane sphère qui coupera tontes ces droites ; enfin , on joindra 
ces points d^intersection par des arcs de grand cercle /de manière 
qu'il en résulte sur la surface de la sphère des polygones qui cor- 
respondent chacun à une face du polyèdre. Soit F le nombre des 
faces ou des polygones sphériques ; soient s,s\s** , etc. , la somme 
des angles dans le premier^ le deuxième , le troisième, etc., de ces 
polygones sphériques \n,n' ,n** , etc. , les nombres des côtés ; les 
aires de ces polygones seront en somme ( p. 3a, r. 2) 

« -h 4 — 2rn- s' -4- 4 — 2n' -4- f'' -4- 4 — 2n" + 

le triangle trirectangle étant pris pour unité ; mais la somme de 
ces aires forme l'aire de la sphère qui , dans ce ca^ , est repré- 
sentée par huit. Donc on a 

* -h f -+- s" -h etc., — 2n — 2n' — 2n" — etc. 4-4 F =8. 
Car le nombre 4 est répété autant de fois qu'il y a de polygones. 
Or, autour de chaque sommet il y a quatre angles droits de formés ; 
par conséquent, si l'on nomme S le nombre des sommets, on a 

5 -4- «' -4- s" -4- =4 S. • 

D'ailleurs n-^n* -^n" -^ est le nombre des côtés des poly- 
gones sphériques, nombre qui est double du nombre des arèles; 

nommons À ce dernier nombre ; on aura n -\-.n' -4- n'' + = 2.4 

et la relation ci-dessus devient 

4S^4F— 4A = 8 ouS-4-F = A-h2. 

Corollaire. L'hexaèdre régulier a 6 faces et 8 sommets; donc 
A = 12. 

L'octaèdre a 8 faces et 6 sommets , d'où A = 12. 

Le dodécaèdre a 12 fiices et 20 sommets; d'où A = 30. 

Enfin, l'icosaèdre a 20 face j et 12 sommets ; donc A = 30. 
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NOTE 

SUR LES PROP. 5 , 7 DU LIT. 3 ; PROP. 1 » LIT. 4 ; PROP. 19 , LIY. 5 ; 

PROP. 11 , uv. 6; PROP. 30 y LIT. 7. 



Dans ces propositions ii s*agit de passer dn commeusarable à 
l'incommensurabie. On a rédnit ce passage en principe général ^ .^.^ 
(p. 4, ]. 3). En faveur des lecteurs qui préfèrent la réduction à 
Tabsurde, on ya donner deux exemples de ce genre de démon- 
stration. 

Liv,dy'prop, 5. Supposons que les arcs BG, BD ne soient pas ». .^^ 
commensurables entre eux. Je dis qu'on n'en aura pas moins la 
proposition 

angle BAC : angle BAD : : BG : BD. 
Car si cette proposition n'est pas vraie , on pourra la rectifier en 
changeant le quatrième terme. Supposons que le quatrième terme 
soit BO , de sorte que , 

BAG:BAB::BG:BO. 
Divisons l'arc BG en parties égales moindres qne,BO ; il y aura au 
moins un point de division entre D et O. Soit I ce point , et soit joint 
Al. Puisque l'aro BI contient un certain nombre de parties égales 
deVarc BG , les arcs BG, BI seront commensurables , et d'après ce 
qu'on Tient de prouver, op aura 

BAG :BAI ::BG:BI. 
Cette proportion et la précédente ayant les mêmes antécédents , 
OD en conclut que 

BAD:BAI ::BO:BI. * 
Or, 'dans cette proportion , le premier antécédent BAD est plus pe- 
tit que son conséquent BAI, tandis que le second antécédent 'BO 
est pins grand que son conséquent BI , ce qui est absurde. Donc on 
ne peut pas supposer que le quatrième terme de notre proportion 
"^oit plus grand que BD; on démontre de même que ce quatrième 

srme ne saurait être plus petit que BD ; donc il est BD , et l'on a 

ans tous les cas la proportion 

BAG : BAD : : BG : BD. 



/ 
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Fiff' SI28. ^^^' ^' pfop. i; Supposons qae dans les parallélogrammes , les 
* côtés AD , AG soient commensarables entre eux . sans qae AB et 
A£ le soient ; on n'en anra pas moins 

ABGD : AËFG :: AD X AB : AG X AE. 
Car si cette proportion est fausse , on pourra la rectifier en chan 
géant le facteur AE du quatrième terme. Supposons que ce facteur 
doive être AH, et qu'on ait 

ABGD : AEFG :: AD X AB : AG X AH. 
Divisez AB en partiios égales plus petites que £H; il y aura entre 
£ et H au moins un point de division ;«soit I ce point. Achevez le 
parallélogramme AIK(î, qui aura ses côtés commensurables avec 
ceux de ABGD et donnera 

ABGD : AIKG : : AD X AB : AG X AI. 
La comparaison de ces proportions donne 

AfiFG : AlKa :: AGX AH : AG X AI ou ': AU : AJ. 
proportion absurde , puisque AEFG est < Ali^G , tandis que AU 
est > AI. On démontra de mémequ^aucnn autre lacteçr ne peut 
remplacer AE. Donc enfin 

ABGD : AEFG :: ABX AD : AE X AG. 
Maintenant on peut supposer que AG et AD i^ soient pas uon 
plus commensurables entre eux, et en répétant le même raisoune- 
ment , on prouvera que la proportion ci-dessus est exacte daos tous 
les cas. 

NOTE POUR LA PAGE 101. 

L'extraction de la racine carrée peut s'abréger en vertu d'ua prin- 
cipe d'algèbre que voici : 

1 
SoieiU a , b deux nombr$i dont la différence est ffwindre qat —^ 

10 

et qtU sont d'ailleurs tels que 2 (|/a -h [^ Y n'est pas moindrt 

A I b 
que 1 : la différence entre la moyenne arithmétique -^ — et la 

moyenne géométrique K ab sera moindre que "^1 
Car ^"^^ - )/7h = fl-^ft-Q^^â^ ==, ( t/7-^t/6)' ^ 

{i/â^\/iy{\/â+\/iy (g-ft)' 

2(1/:+ I/O' =^(sA.^sAY "' ''""" 

a — 6< ^^«, on a (a — 6)' < ^^«0. 
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Comme d'ailleurs .2 (l^'^-hl/d)* est an moins égnl à' 1, on en 

conclat qae ^ 

^+_' - 1/^< JL.. / 

^ 10 

Donc , dès qu^on armera à deux quantités i?. , r. ^^ qni aaront de 

commun , à droite de la yirgule , la meitié des chiCTres qa*on veut 
tonserver , au lien de {/J^TT^on prendra Jl!I^1^; le résnl- 
tat sera le même. 



Théorèmes à démontter et problèmes à résoudre. 

\ i. Théorème. Si deux droites AD, DB rencontrent une 
droite EC de manière que les angles ADE, GDB, non adja- Fig. 5. 
cents , soient égaux, DB sera le prolongement de AD. 

2. Th. Si quatre droites AD, DB, CD, DE concourent 

, en un point D , de façon que les angles non adjacents soient Fig« 5. 
égaux , savoir ADË = GDB, ADG = EDB , il en résulte 
queDB est le prolongement de AD et DE le prolongement 
(le CD. 

3. Problème. D'un point pris dans un angle mener une 
droite également inclinée sur les côtés de cet angle. 

Construire un quadrilatère, connaissant: 

4. Pr. Les 4 côtés et un angle; 
6. Pr. Les 4 côtés et une diagonale; 

6. Pr. Trois côtés et les deux diagonales; 

7. Pr. Deux côtés adjacents, tes deux diagonalesetun an-' 
gle non compris entre les deux côtés donnés. Ce problème 
présente deux cas par rapport à la position de l'angle 
donné ; 

8. Pr. Deux côtés opposés, l«s deux diagonales et un 
angle; 
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9. Pr. Un coté et les quatre segments des diagonales; 

10. Pr. Décrire un trapèze connaissant les quatre cotés 
(sachant quels sont les côtés qui doivent être parallèles) ; 

11. Pr. Étant données deux droites MN, PQ, on prend 
sur la droite MN un point A, et on demande de trouver sur 
PQ un point B tel que si de ce point on mène sur MN une 
perpendiculaire BC, elle soit égale à CA. (Le lecteur est' 
prié de faire la figure ) ; 

12. Th. Dans un pentagone il ne saurait y avoir plus 
de trois angles qui soient droits ; 

13. Th. Si du point d'intersection des deux diagonales 
d'un parallélogramme, on mène deux droites quelconques, 
les points où elles rencontrentles côtés sont lesquatresom* 
mets d'un nouveau parallélogramme. 

14. Pr. Par deux points donnés faire passer un cercle 
qui ait son centre sur une ligne donnée; 

15. Th. Un quadrilatère est inscriptible si les aagles 
ODDOsés sont supplémentaires; 

16. Th. Dans un quadrilatère circonscrit la somme des 
côtés opposés est constante; 

17. Th. Réciproquement, si dans un quadrilatère la 
somme de deux côtés opposés est ^le à celle des deux 
autres, on peut inscrire un cercle dans ce quadrilatère; ^ 

18. Pr. Par un point pris dans un cercle mener une 
corde de longueur donnée, déterminer les limites entre les- 
quelles la longueur donnée doit être comprise pour que le 
problème soit possible; 

19. Pr. Par un point pris dans un cercle mener une 
corde telle que la différence des segments dans lesquels ce 
point divise la corde soit égale à une longueur donnée. 

20. Pr. Par un point extérieur à un cercle mener une 
sécante telle que la partie interceptée dans le cercle soit 
^ale à une longueur donnée. 

21. Pr. Deux cercles étant donnés , mener une sécante 




I 



ÉLéMENTAIRE. 27 1 

lelle que les parties interceptées dans les cercles soientéga- 
les à des longueurs données. 
Construire un triangle connaissant : 

22. Pr. La base , la hauteur et un angle à la base; 

23. Pr. La base, la hauteur et l'angle au sommet;. 

24. Pr. La base, un angle adjacent et la somme des deux 4- 
autres côtés; 

25. Pr. La base, un angle adjacent et la différence des 4^ 
deux autres côtés; 

26. Pr. La base , Fangle au sommet et la somme des 
deux autres côtés; 

27. Pr. La base, l'angle au sommet et la différence des 
deux autres côtés ; 

28. Pr. La base, l'angle au sommet et le rayon du cer- 
cle inscrit; 

29. Pr. Deux côtés et le rayon du cercle circonscrit ; 

30. Pr. Les angles adjacents à la base et la hauteur; 

31. Pr. La base et les droites menécss des extrémités de 
cette base aux milieux des côtés opposés ; 

32. Pr. La base et les perpendiculaires menées des ex- 
trémités de cette base sur les côtés opposés ; 

33. Pr. Deux côtés et la droite qui va de leur point ^ 
d'intersection au milieu du troisième. 

34. Pr. Par un point donné dans un angle mener une 
drcMte qui forme avec cet angle un triangle tel que la somme 
des côtés adjacents à l'angle donné soit égale à une ligne 
donnée. 

35. Pr. Par un point donné dans tm angle , mener une 
droite telle que les distances du point donné aux points où 
cette droite rencontre les côtés de l'angle ou leurs prolon- 
gements, soi^dt dans un rapport donné. 

36« Pr. Etant donnés deux points sur un cercle et une tan- 
gente à un troisième point , trouver sur cette tangente un 
point tel que l'angle formé par les droites qui joignent ce 
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dernier point aux deux premiers, soit le plus grand possible. 

37. Pn On donne les diagonales d*uR quadrilatère in- 
scrit 9 l'angle qu'elles comprennent et Tangle de deux cotés 
adjacents; construire ce quadrilatère. 

38. JA. Les droites qui joignent les milieux des côtés 
opposés d'un quadrilatère, se coupent mutuellement en 
deux parties égales. 

Décrire un cercle : 

39. Pr. Tangent à deux droites données et ayant son 
centre sur une droite donnée ; 

40. Pr. Tangent à deux droites et passant en un point 
donné; 

41. Pr. Tangent à deux droites et ayant un rayon donné ; 
43» Pr* Passant par deux points donnés et tangent à 

une droite donnée ; 

43. Pr* Tangent à une droite , passant en un point et 
ayant un rayon donné ; 

44. Pr. Tangent à une droite, passant en un point, 
ayant son centre sur une droite donnée ; 

45. Pr. Par deux points donnés mener un cercle qui 
coupe une circonférence donnée en deux parties égales. 

46. Pr. Par deux points donnés faire pdSâer un cercle 
qui coupe un cercle donné, de manière que la corde com- 
mune soit égale à une ligne donnée. 

47. Pr. Dans un cerele donné inscrire trois ou plus de 
trois cercles égaux tangents entre eux et au cercle donné. 

48. Pr. Des trois sommets d'un triangle donné, pris 
pour centres, décrire trois cerdes tangents deux à deux. 

49. Pr. Inscrire un carré dans un triangle. 

50. Pr. Étant donnés deux points sur unecirconférence^ 
y déterminer un troisième tel que les.cordes qui le joignent 
aux deux autres soient dans un rapport donné. 

61. Pr. Étant donnés deux points A , B hors d'un cer- 
cle, déterminer sur la circonférence un point C M que les 
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poinU où les droites AC, BC coupent en outre la cîroon- 

férence, soient siir une parallèle à ÂB. 
£2. Th. La somme des peirpendiculaires abaissées d'un 

point intérieur à un triante éqiiilatéral , sur les côtés, est 

%ale à la hauteur. 
£3. Th. Dans tout triangle on a Fig. 90 

OA' ^' oc/., E.OA OB 0C_2 
ÀA' ^ BB' ^ CC' ~ AA' ^ BB' ^ ce ~ 

54. Pr. D'un point pris sur le plan d'un parallélo- 
gramme, mener une droite qui diyise l'aire de cette figure 
en deux parties équivalentes. 

55. Pr. D'un point pris sur un côté d'un triangle, ti- 
rer une droite qui di?ise le triangle en deux parties équi- 
Talentes. 

56. Pr. Trouver dans un triangle un point tel que les 
droites menées de ce point aux trois sommets, divisent le 
triangle en trois parties équivalentes. 

57. Pr. D'un point pris dans un triangle^ tirer trois 
sécantes qui divisent le triangle en trois s^ments équiva- 
lents. 

58. Th. Dans tout parallélogramme la somme des car- 
rés des côtés est égale à la somme des carrés des diago- 
nales. 

59. Th. Réciproquement, si dans un quadrilatère con- 
vexe, la somme des carrés des côtés est égale à la somme 
des carrés des diagonales, ce quadrilatère est un parallélo- 
gramme. 

60. Th. Si l'on joint les milieux des côtés adjacents 
d'un quadrilatère, la figure ainsi formée est un parallélo- 
gramme dont l'aire est la moitié de celle du quadrilatère 
donné. 

61. Pr. D'un point O mener une corde AB telle que le Fig. 78, 
rectangle ÂB X AO soit égal à un carré donné. 

18 
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Fifl[. 79. 63. Pr. D'un point O pris hors d'un œrole, mener une 
sécante telle que le rec3tangle AO x AB soit épk à un carré 
donné. 

63. Pr. D'un point, pris dans le plan d'un angle, tirer 
une sécante telle que le rectangle des segments soit égal à 
un carré donné. 

64. Pr. Étant donnés une droite et un certtfe, tronirer 
sur la droite un point tel qu'en menant de ce point une sé- 
cante ; le rectangle des deux segments soustcactirs ter oùnés 
à ce point, soit égal à un carré donné. 

65. Pr. Sur un diamètre ÀB d'un cerqle, trouver un 
point D tel que si par ce point on mène une corde EDF, 
faisant avec AB un angle donné , le carré de DE soit au 
rectangle AD X DB dans un rapport donné. 

66. Pr. Diviser une droite de longueur diHunée en deux 
segments dont les carrés soient dans un rapport donné. 

67. Pr. Construire un carré connaissant U différence 
entre la diagonale et le coté» 

68. JA. Si dans un cercle deux cordent se wupent à 
angle droit , la somme des carrés des quatre segments est 
égale au carré du diamètre. 

69. Pr. Étant donné |e rayon d'un cercle, trouver les 
surfaces des polygones réguliers inscrits et circonscrits de 
trois et de six côtés. 

70. Pr. Étant donné le rayon d'un cercle, trouver la 
surface du décagone régulier inscrit et œlle du décagone 
régulier circonscrit. 

71. TK Si une droite A est perpendiculaire à un plan 
M, tout plan» parallèle à U droite A, est perpeadicnlaire 
au plan M» 

72. Th Si deux plans sont perpendiculaires entre eux, 
toute droite, perpendiculaire à l'un , ^ parallèle ^ k'aiitre, 
ou y est conteniie tout entière. 

73. TK Si deux plans M, N sont respectivement paraJ- 
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lèles à detn attires plans W,W^ llntersection des deux 
premiers est parallèle à celle des deux derniers. 

14. Th. Si deux droites se oonpenty deux plans respect 
tiTcment perpendiculaires à ces droites , se coupent aussi. 

7& 7VL Si une droite A rencontre «n plan F, un plan 
A^y perpendiculaire à A et nn^ droite P^ perpendiculaire 
à F , se rencontrent aussi. 

76. Th* Le plan perpendiculaire au milieu d'une droite, 
est le lien des points également distants des extrémités de 
la droite. 

77. Th. Le plan bissecteur d'un angle dièdre est le lieu 
de tous les points intérieurs , également distants des faces. 

78. TA. Les plans perpendiculaires aux milieux des rix 
arêtes d'un tétraèdre, se coupent en un même point 

79. TA. Les six plans bissecteurs des angles dièdres 
d'un tétraèdre se coupent en un point également distant 
des quatre faces* 

80. Th. Sur chacune des quatre faces d'un tétraèdre i 
déterminez le point situé à l'intersection des droites qui 
joignent les sommets aux milieux des o6tés opposés; les 
quatre droites cpii, dans le tétraèdre , joignent ces points 
aux sommets opposés , se coupent en un point situé au 
([uart de la hauteur, par rapport à chaque face prise pour 
hase. 

81. Pr. Di^ser un tétraèdre en quatre parties équiva* 
lentes par des plans partant d'un point intérieur et menés 
par les six arêtes. 

82. Pr. Par une droite située sur une face d'un tétraè- 
dre, mener un plan qui coupe le tétraèdre en deux parties 
équivalentes. 

83. Th. Si trois sphères se coupent deux à deux, il y a 
deux points communs aux surfaces de ces trois sphères. 

84. Th. Tout point, extérieur à une sphère, peut être 
regardé comme le sommet d'un cône droit qui enveloppe 
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la sphère, avec laquelle il a de eommiun une circonférence 
de cercle; en chaque point de cette circonférence, le pian 
tangent à la sphère est aussi tangent au cône et récipro- 
quement. 

86. Th. Par tout point, extérieur à deux sphères exté- 
rieures Tune à l'autre,. on peut mener quatre plans tan- 
gents communs. 

86. Th. Élant donnée^ trois sphères dont chacune est 
extérieure aux deux autres, on peut toujours leur mener 
huit plans tangents communs. ( De là , on déduit fort sim- 
plement les axes de similitude de trois cercles). 

87. Th. Si Ton regarde chaque point d'une droite 
comme le sommet d'un c6ne circonscrit à une sphère don- 
née (.84) , les plans des cercles de contact de ces cônes et 
de. la ilphère se coupent tous Suivant une droite perpendi- 
culaire au plan mené par le centre de la sphère et la droite 
donnée. (C'est de là que Monge a déduit les pôles et les 
polaires). 

88. Pr. Trouver le volume et la surface des cônes ^^ui- 
latéraux inscrit et circonscrit à une sphère. 

89. Pr. Trouver l'angle dièdre d'un polyèdre régulier 
dont on a la face. 

90. Pr» Trouver le rajon de la sphère ins<»*ite et celui 
de la sphère circonscrite à un polyèdre régulier dont on a 
la face. 
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